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RESUMO 

Este material de pesquisa sugere a exploração de 

abordagens para lidar com problemas variacionais 

por meio de técnicas de aproximação. Em contextos 

matemáticos, problemas variacionais envolvem 

otimização de funções, e os métodos de aproxiação 

buscam encontrar soluções aproximadas para esses 
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problemas. Essas abordagens podem ser essenciais 

em situações em que encontrar uma solução exata é 

desafiador ou impraticável, permitindo a análise e 

resolução eficaz de questões complexas por meio de 

técnicas aproximativas. 

 

Palavras-chave: Métodos de aproximação, Séries 

infinitas, MATLAB, Condições de contorno.

  

 

 

1 CONSIDERAÇÕES GERAIS 

Introduzir-se-á aqui alguns conceitos da teoria da integração de Lebesgue1 e dos espaços de 

Sobolev. Recomenda-se ao leitor um estudo prévio do capítulo 2 do volume 1 desta obra para relembrar 

conceitos básicos dos espaços lineares. 

 

Definição 1: Denomina-se domínio Ω, no sentido de Lebesgue, a um subconjunto (aberto ou fechado) 

de Rn com interior não vazio. 

 

Definition 2: Denomina-se integral mensurável de Lebesgue de funções f sobre um dado domínio Ω 

a 

 

 

Definição 3: Define-se norma de Lebesgue, à norma (que é uma função   sobre um espaço 

euclidiano normado cujos valores são não negativos – vide item 2.9 pag.85 no volume 1 desta obra) 

estabelecida pela expressão 

 

 

 

 

Definition 4: O espaço de Lebesgue é um espaço de Banach2 definido por 

 

(1.1.1) 

 

Definition 5: Diz-se que duas funções f e g são iguais se elas diferem entre si em um subconjunto 

de pontos de medida zero, isto é, 

 

(1.1.2) 

 
1 Henri Leon Lebesgue (28/jun/1875 – 26/jul/1941), matemático francês. 
2 Stefan Banach (30/mar/1892 – 31/ago/1945), matemático polonês. 
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 Observamos que, num espaço de Lebesgue, por ser um espaço de Banach permanecem válidas as 

desigualdades de Minkowski3: 

 

 

Holder4:  

 

 

Schwarz5: 

 

 

Deve-se observar que a chave dos processos para a determinação de uma solução numérica 

para equações diferenciais será a habilidade que ter-se-á em desenvolver funções precisas para os 

métodos de aproximação empregados no espaço de definição da EDP estudada. 

Para se ter uma visão geral, seja a aproximação de uma dada função   em alguma região 

                   cujo contorno é limitado por uma curva  . Na solução de EDPs normalmente é prescrita 

determinadas condições em seu contorno; precisa-se então de uma função tal que satisfaça as condições 

de contorno prescrita,  .          Seja então um conjunto de funções 

 introduzida de tal forma que                  0 , de forma que  em todos os pontos interiores de  pode-se 

aproximar      por  

 

 
(1.1.3) 

 

 

A computação dos coeficientes a i   é que fará com que a aproximação construída será boa ou 

insatisfatória. 

 

2 MÉTODO DE RAYLEIGH-RITZ 

A ideia deste método consiste em que ao achar o extremo de um funcional J f seja considerado 

no lugar do espaço das funções admissíveis, somente as funções que se pode representar como 

 
3 Hermann Minkowski (22/jun/1864 – 12/jan/1909), matemático alemão. 
4 Otto Ludwig Holder (22/dez/1859 – 29/ago/1937), matemático alemão. 
5 Karl Hernann Amandus Schwarz (25/jan/1843 – 30/nov/1921), matemático alemão; 
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combinações lineares das funções coordenadas que formam uma base de um subespaço das funções 

admissíveis (também chamadas de funções de base ou ainda funções admissíveis):  

 

(2.1.1) 

 

ondeaj são constantes. 

 

 Definição 1: O sistema ou conjunto de funções     , é chamado de funções coordenadas. 

 

 Conjunto         está formado por funções             que são linearmente independentes e que constituem 

um sistema completo de funções no espaço considerado e que cada uma delas satisfaça exatamente as 

condições de contorno essenciais, por exemplo: 

 

(2.1.2) 

 

Falando em termos gerais, quando se pede que as funções f x sejam admissíveis, impõe-se         

às funções coordenadas            certas condições como limitações quanto à derivabilidade e quanto à 

verificação das condições de contorno. Dessa forma, o funcional J f se converte em uma função dos 

argumentos aj, isto é, 

 

(2.1.3) 

 

Determina-se os valores de aj que oferecem extremos à função   resolvendo o seguinte sistema: 

 

(2.1.4) 

 

 

que, via de regra, é não linear. 

 

A sequência  fn x  assim encontrada converge para o mínimo de J f  , isto é, 

 

(2.1.5) 

 

No entanto, da expressão anterior não se pode concluir que o                      . A sequência 

minimizante pode não convergir para a função que realiza o extremo na classe de funções admissíveis.  
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Podem-se indicar condições que garantam a existência do mínimo absoluto do funcional e que 

ele se alcança nas funções fn x . No caso do funcional, por exemplo, 

 

 

(2.1.6) 

 

 

estas condições são: 

• a função é contínua em relação ao conjunto de seus argumentos para qualquer FX    

D , onde D é o domínio do problema; 

• Existem constantes                          tais que I    , fx ,x  

• A função I f  ,  fx ,x tem derivada parcial contínua            , e esta é uma função 

decrescente qualquer que seja x, f     D. 

 

Se por este método se determina um mínimo absoluto do funcional, o valor aproximado do dito 

mínimo se acha por excesso, posto que o mínimo do funcional para as funções admissíveis arbitrárias 

não é maior que o mínimo desta para uma parte da classe de funções admissíveis. 

 

Exemplos 

Ache a solução aproximada do problema sobre o mínimo do funcional 

 

Comy 0 = y 1 = 0. Compare a solução aproximada com a solução exata. 

 

Solução: 

 

Método de Rayleigh-Ritz 

 

Seja                                                     as funções coordenadas. Vê-se que, por definição,  

satisfaz as condições de contorno essenciais e são LI. Além disso, formam um sistema completo 

no espaço C1[0,1].  
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Para k= temos                                                         levando o valor aproximado de y, y1, no 

funcional, tem-se:  

 

 

Resolvendo  

 

 

 

Logo   

 

 

Para k = 2 (uma solução mais precisa que a anterior). 

 

 

 

Levando o valor aproximado de y , y2 , no funcional, e fazendo as operações, tem-se: 

 

 

Derivando parcialmente em relação aos parâmetros e igualando a zero, obtém-se: 

 

 

 

Resolvendo-se o sistema acima, tem-se: 
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logo 

 

 

Solução Exata: 

 

 

tem a seguinte equação de Euler: 

 

 

Como  

 

logo, formando a equação de Euler, tem-se: 

 

ou seja 

 

 

 

que é uma equação diferencial homogênea de segunda ordem, cuja solução é: Seja y = x uma solução 

particular; a solução geral da equação diferencial representativa da equação de Euler é: 

 

 

Usando as condições de contorno, obtém-se: 
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Logo a solução geral é: 

 

 

Mostra-se abaixo, um estudo comparativo entre as funções y1.y2 e y (desenvolvido no  

os valores das três funções são aproximados e que todas satisfazem as condições de contorno dadas. 

 

 

 

 

FIGURA 12-1: AUTOR 

 

Aplique o Método de Rayleigh-Ritz para o funcional 

 

 (2.1.7) 

 

Solução:  

Seja escolher                            , onde:  
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O que atende as condições subsidiárias necessárias. Assim, substituindo-se no funcional, se tem  

 

 

Definindo-se                                                                  se tem que o funcional pode ser reescrito da 

seguinte forma: 

 

A condição de extremo é que           0 , logo  

Na forma matricial, se tem 

 

 

Logo a solução, que é encontrar os coeficientes das funções de base, pode ser reduzido na 

solução de um sistema de equações lineares: 

 

 

Exercícios 

 

1 Encontrar uma solução aproximada da equação diferencial não linear  

 

obedecendo às condições 

 

2 Achar as funções minimizantes dos seguintes funcionais e comparar com os resultados das 

soluções exatas: 
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3 MÉTODO DOS RESÍDUOS PONDERADOS (MRP) 

3.1 INTRODUÇÃO 

São métodos de aproximação utilizados para resolver equações diferenciais. Estes métodos têm 

diversos procedimentos, dentre os quais se destacam o Método dos Momentos, o Método de Galerkin, 

o Método da Colocação, o Método do Subdomínio e o Método dos Mínimos Quadrados. 

 

3.2 CONCEITOS BÁSICOS 

Seja L um operador diferencial de um processo qualquer, que aplicado a uma função u , produz 

outra função p , em algum domínio  (espaço onde o operador está definido): 

 

 (3.1.1) 

 

Seja um problema representado por um conjunto de equações homogêneas válidas no interior 

de Ω : 

 

 (3.1.2) 

 

e seja a definição de produto escalar ou interno de            com outra função v dado por: 

 

 (3.1.3) 

 

Pode-se ver que, integrando-se por partes a expressão acima, sucessivamente, podemos 

eliminar as derivadas de u . Da análise linear, sabe-se que tal procedimento leva a uma forma transposta 

do produto interno - com o operador adjunto de L  - associado aos termos contendo informação sobre 

as condições de contorno: 

 

 (3.1.4) 

 

Onde   é a superfície de contorno de ; G,S são operadores diferenciais devido a 

integração por partes e L* é o operador adjunto de L . 

Por definição G v contém os termos de v resultantes da primeira fase de integração por parte 

e S u os correspondentes termos em u. 

Se L               então L é dito auto adjunto e neste caso se tem também S = S*. 
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A integração por partes acima conduz também a duas categorias de condições de contorno: 

• o conjunto G v prescrito é denominado de condição de contorno essencial; e 

 • o conjunto S u  prescrito é denominado condição de contorno natural. 

As condições de contorno do tipo essencial precisam ser conhecidas em alguns pontos, a fim 

de possibilitar a unicidade da solução. Sejam     1    2 porções complementares da superfície total  

                    ), então, para um operador auto adjunto L, tem-se: 

 G v , prescrito sobre  1 

S u , prescrito sobre    2 

 

Deve-se lembrar que, todo operador auto adjunto é positivo-definido se:  

 

 (3.1.5) 

 

 

 

Para determinar se LΩ é positivo-definido podemos integrar o produto interno por partes até ele 

conter derivadas de uma mesma ordem. Essa operação é fundamental na transformação de LΩ em L*.  

Deve-se ter sempre em mente que a propriedade de positividade definida é extremamente 

importante para o estabelecimento de esquemas de solução e também na construção de procedimentos 

variacionais. 

 

Exemplos 

 

1 Propriedades análogas à auto adjunto e positivo-definido em operadores LΩ  pode-se também definir 

para as matrizes (como foi apresentado no capítulo 1); estas propriedades são respectivamente simetria 

e positivo-definida. (Lembrar que uma matriz é dita simétrica se               ou ainda                          e é 

dita positivo-definida se                              

 

2 Mostre que o operador L =                     é auto adjunto e positivo definido no intervalo [0,1]. 

 

Solução: 

 

Sejam u e v duas funções quaisquer, então  
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que comparando com (12.3.4) vemos que Ω é auto adjunto. Note que: 

 

 

 

A condição de contorno essencial u é prescrita; e a condição de contorno natural é -du/dx 

prescrito. Se u=v e condições de contorno são homogêneas ver-se-á que        é positivo- definida. 

 

Investigue as propriedades do operador                        em [0,1]. 

 

Solução  

 

Seja v uma função auxiliar qualquer, então o produto interno é: 

 

 

 

integrando por parte a expressão acima, quatro vezes, se tem: 

 

 

Colocando a expressão acima na forma de (12.3.4) vê-se que: 



 

 
Harmony of Knowledge Exploring Interdisciplinary Synergies 

Métodos de Aproximação nos Problemas Variacionais 

 

 

logo, as condições de contorno essenciais são: 

 

 

 

 

Prescritas e as condições de contorno naturais são: 

 

                                             prescritas. 

 

 

O operador                                       => ser auto adjunto. 

 

Agora colocando u=v e fazendo as condições de contorno homogêneas, obtém-se: 

 

 

 

que mostra ser o operador em questão positivo-definido. Isto é, para que               para toda 

e qualquer função u , precisa-se que se restrinja no mínimo u0=u1=0  ou 

 

 

 

3.3 O  MÉTODO DOS RESÍDUOS PONDERADOS - MÉTODO GERAL 

Os métodos dos resíduos ponderados são procedimentos numéricos para a solução de um 

conjunto de equações diferenciáveis da forma: 

 

                                                                                                                                            (3.1.6) 

  



 

 
Harmony of Knowledge Exploring Interdisciplinary Synergies 

Métodos de Aproximação nos Problemas Variacionais 

com as seguintes condições de contorno: 

 

essencial:  

 

natural:  

 

com                        sendo a superfície externa do domínio Ω , e u0 a solução exata. A função 

u0 é primeiramente aproximada por funções             , tal que: 

 

                                                                                                                                            (3.1.7) 

 

 

onde αk são parâmetros indeterminados e            são funções linearmente independentes, 

retiradas de uma sequência completa de funções                    . Essas funções são usualmente escolhidas 

de tal forma que satisfaçam certas condições, denominadas de condições de admissibilidade, 

relacionando as condições de contorno e o grau de continuidade. As funções são consideradas como 

pertencendo a um espaço linear, isto é, podem ser combinadas linearmente e têm produto interno, 

norma e métrica conforme definidos no capítulo 2 do volume 1 desta obra. 

Lembrando que uma sequência de funções linearmente independentes é dita completa(vide 

item 2.6 e seguintes no volume 1 desta obra) se um número N e um conjunto de constantes α podem 

ser achados tal que, dada uma admissibilidade e uma função arbitrária u0 , tem-se: 

 

 

                           (3.1.8) 

 

onde a quantidade β  é uma quantidade tão pequena quanto se queira. 

 

As funções  para o problema (2.3.6) têm que satisfazer as condições (2.3.7) e devem ter 

necessariamente um grau de continuidade suficiente para fazer o lado esquerdo de (2.3.7) diferente de 

zero. 

Substituindo (12.3.8) em (12.3.6) determina-se uma função erro €, chamada de residual, isto é: 

 

                              (3.1.9) 
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Note que €  é igual a zero para a solução exata, mas não para uma solução aproximada. O 

residual é forçado à zero, no sentido médio, isto é, em média, por intermédio de um procedimento de 

zerar a integral ponderada do residual: 

 

                                              (3.1.10) 

 

Onde       um conjunto de funções de ponderação, as quais são, também, parte de um conjunto 

completo e linearmente independente. 

Assim procedendo, a solução converge para a solução exata, com o aumento do número de 

termos adotados. 

NOTA: É bom lembrar que um conjunto infinito de funções ortogonais não é necessariamente 

completo, isto é, pode-se ter um número infinito de funções, mas a solução não converge para a solução 

exata. Para uma sequência de funções ser completa é necessário e suficiente que toda e qualquer 

subsequência desta seja uma sequência de Cauchy. Que converge para uma mesma função no espaço 

que as contém. Assim, um espaço métrico é completo quando todas as sucessões de Cauchy convergem 

para um limite que pertence ao espaço. 

 

Seja o seguinte conjunto de funções                                              e seja a solução. 

 

 

 

isso não permite que se reproduza a solução u = constante. Se a possibilidade de u ser constante 

existe, então há necessidade de termos na solução um termo que permita se reproduzir a solução 

desejada. Assim 

 

 

que agora é um conjunto completo. Este exemplo ilustra a dificuldade que se tem em estabelecer a 

completude de um dado conjunto de funções. 

 

A seguir serão apresentados alguns métodos baseados na ideia de ortogonalização. Neles, as 

funções de ponderação são escolhidas de modos diferentes. Considerar-se-á, em princípio, apenas 

operadores auto adjuntos e positivo-definidos por questões de simplicidade de apresentação dos 
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métodos, mas os mesmos se aplicam aos operadores de tipos mais gerais, o que serão vistos 

posteriormente. 

 

3.4 MÉTODO DOS MOMENTOS. 

Este método foi desenvolvido por H. Yamada em 1947 e H. Fujita em 1951 para aplicação a 

problemas de camada limite laminar e difusão transiente não linear, respectivamente. Como já 

mencionado anteriormente, as funções de ponderação   podem ser diferentes das funções de 

aproximação       pode ser usado. 

Uma escolha simples é o conjunto LI e completo: 

   

                                                                                                                                          (3.1.11)      

 

para problemas unidimensionais. Dessa forma, sucessivos momentos de ordem crescente do residual 

são forçados a zero assim: 

 

                                                              

                                                                                                                                                      (3.1.11)           

 

A técnica acima é denominada de Método dos Momentos, devido ao tipo de escolha feita para 

as funções de ponderação. Se qualquer outro conjunto for escolhido para as funções de ponderação 

não será mais o Método dos momentos, mas apenas um método de resíduo ponderado.   

 

Exemplo 

 

Seja                                                       em Ω, sendo Ω = 0,1 , com as seguintes condições de  

 

contorno   

 

Seja a seguinte aproximação para a solução: 

 

  

 

que satisfaz as condições de contorno dadas. Para efeito de cálculo considerar-se-á apenas os 

dois primeiros termos em α, isto é:  
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Logo a função residual será: 

 

Fazendo agora a ortogonalização do residual em relação às funções de ponderação 1 e x ,tem-

se   respectivamente: 

 

 

 

integrando, obtém-se um sistema, que colocado na forma matricial fica: 

 

 

 

cuja solução é: 

 

 

 

Assim a função solução aproximada é 

 

A solução exata do problema posto é  

 

Usando o Mathcad se tem:  
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Figura 2 Solução de u"+u+x=0 
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3.5 MÉTODO DA COLOCAÇÃO 

Este método apareceu na solução de equações diferenciais realizadas por J. C. Slater em 1934 

e por J. Barta em 1937, respectivamente aplicada a solução de problemas de energia eletrônica em 

matais torque em peças prismáticas de seção quadrada. Foi posteriormente generalizado por R. A. 

Frazer (1937) e C. Lanczos (1938). 

Este método consiste em anular a função residual  em uma série de pontos escolhidos 

dentro do domínio de integração do problema. Deve-se notar que esses pontos são usualmente, mas 

não necessariamente, distribuídos no domínio. 

Seja então a seguinte função de aproximação: 

 

           (3.1.12) 

 

onde         satisfaz as condições de contorno. 

 

Seja agora determinar os valores de αk   , forçando a condição: 

 

                                          (3.1.13) 

 

Seja  Δ  a função delta de Dirac, função que é igual a zero se 

 

quando c       0. Dessa forma, pode-se escrever o método da colocação como uma técnica de resíduos 

ponderados:  

 

                                       (3.1.14) 

 

Exemplos 

 

1.Seja resolver a equação diferencial                                 , em Ω [0,1]. Considere x = 0,25 e x = 0,5. 

 

Solução 

 

A – Seja                         função admissível tirada do conjunto admissível               , que são LI. 

Usando u1 e fazendo                    tem-se.  
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resolvendo encontra-se α = - 1, logo  

 

b) Seja agora                                                  . Fazendo                                             , tem-se 

 

 

 

 

 

Logo,  

 

 

 

que mostra que a solução aproximada, neste método, depende dos pontos de colocação. Usando 

Mathcad se tem: 

 

Método da Colocação para a equação  
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Figura 3 Solução de u"+4u-4x=0 pelo método da Colocação 

 

 

2. Seja resolver a seguinte equação diferencial de Poisson: 

 

 

 

 

com as seguintes condições de contorno:  

 

Solução 

 

Seja a seguinte função de aproximação: 

 

 

 

que é geral. Para simplificar o exemplo, seja considerar apenas o primeiro termo da soma, e uma 

região quadrada a = b . Dessa forma, tem-se: 

 

 

 

logo,  
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Fazendo                                        encontra-se: 

 

 

Logo,  

 

 

 

Solução no Mathcad: 
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Figura 4 solução par um e dois termos 
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3.6 MÉTODO DAS SUB-REGIÕES 

Este método apareceu primeiramente em 1923 pelos engenheiros alemães C. B. Biezeno e R. 

Koch para a solução de problemas advindos da estabilidade de vigas e placas. 

Este método é similar ao método da colocação descrito anteriormente, mas aqui em vez de 

zerar a função erro em determinados pontos, procura-se zerar a função residual sobre pequenas 

regiões do domínio, isto é, divide-se o domínio em pequenas regiões, anulando a integral do erro 

sobre cada região: 

 

(3.1.15) 

 

para diferentes Ωi e com                  e mais  

 

Exemplo 

 

Seja resolver                                  em [0,1] dividindo o domínio em duas regiões. 

 

                   

 

 

Solução 

 

Seja                                                  . Zerando a integral do resíduo em cada sub-região, tem-se: 

 

 

 

que resolvendo, encontra-se: 

 

 

 

Logo a função de aproximação, pelo método das sub-regiões, é: 
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3.7 MÉTODO DOS MÍNIMOS QUADRADOS 

Este método apareceu em 1795 com o matemático Johann Carl Friedrich Gauss quando do 

estudo de estimação de ajuste de curvas pelo método dos mínimos quadrados. 

Neste método, as funções de ponderação        são escolhidas como sendo: 

 

(3.1.16) 

 

Onde       são funções LI e parte de um conjunto completo. Seja então                , sendo u1 uma 

função aproximação de u , com 

 

(3.1.17) 

 

logo o residual será: 

 

(3.1.18) 

 

Como devemos ter o produto interno entre o residual  €  e as funções de ponderação iguais a zero no 

domínio, tem-se: 

 

(3.1.19) 

 

como as funções                     , substituindo na expressão acima, e resolvendo vem: 

 

 

 

Como ,                                                                           tem-se: 

 

(3.1.20) 
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Exemplo 

 

Seja resolver o mesmo problema exemplo da seção anterior, isto é, resolver                                 em 

[0,1]. 

 

Solução: 

 

Seja                                                                                                           , logo 

 

 

 

cuja solução é:   

 

  

 

e   

 

 

Comparando        (solução pelo método da colocação), com       (do exemplo da seção anterior, pelo 

método das sub-regiões) e           (solução pelo método dos mínimos quadrados), se tem: 

 

 

 

 

Fazendo uso de um pequeno procedimento em Matlab: 
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Figura 5 comparação do gráfico da equação u"+4u-4x=0

 
 

A solução da equação diferencial encontrada utilizando-se do Matlab com uso da função bvp4c 

é a mostrada no procedimento abaixo (comentado para facilitar o entendimento do leitor) e cujo 

resultado é apresentado na figura 2: 
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% decontorno pelo solver bvp4c. 

% solinit = bvpinit(x,yinit) onde x é um vetor que especifica 

% uma malha inicial e yinit é em geral uma função com os 

% valores iniciais de y nas abscissas x. 

 

clc; 

solinit = bvpinit(linspace(0,1,21),@mat4init); 

% solinit.x % mesh dada por linspace acima 

% 

% 

% 

% 

% 

% 

% 

sol.x 

sol.y 

sol.yp 

Malha selecionada por bvp4c 

Aproximação para y(x) nos pontos da malha de sol.x 

Aproximação para y'(x) nos pontos da malha de sol.x sol.parameters Valores retornados por bvp4c para parametros 

desconhecidos, se existirem 

sol.solver 'bvp4c' 

Se queremos resolver o problema de valores de contorno (BVP) 

sobre [a,b], então especificamos x(1) como 'a' e x(end) 

como 'b', e colocamos isso num vetor coluna que pode 

ser referenciado por uma função 'bcfun'. 

sol = bvp4c(@mat4ode,@mat4bc,solinit); 

 

% Agora se pode listar ou plotar os valores da solução nos pontos 

% da malha entre os pontos do intervalo definido. 

% Em geral, a solução aproximada S(x) é contínua e tem 

% derivadas continuas. Pode-se utilizar a função 

% DEVAL para avaliar bastante pontos para se ter um gráfico suave. 

 

xint = linspace(0,1,101); 

Sxint = deval(sol,xint); 

%Sxint(1,:) = valor da solução em x = Sxint(2,:) 

figure; 

dydx = [ y(2) 

-4*y(1)+4*x ]; 

% u" = y' 

% y' = -4y+4x 

<=> y(1) = y(2) 

% 

function res = mat4bc(ya,yb) 

res = [ ya(1) % ya(1) = y'(a) --> ya(1) = 0 

yb(1) ]; % yb(1) = y'(b) --> yb(1) = 0 

% 
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Figura 6 gráfico da solução de u"+4u-4x=0 pelo solver bpv4c do matlab 

 
 

3.8 MÉTODO DE GALERKIN 

Devido a importância do método de Galerkin, deixa-se de descrevê-lo aqui, para se abrir uma 

seção somente para discuti-lo. Isso será feito na próxima seção. 

 

4 O MÉTODO DE GALERKIN 

4.1 GERAL 

O Método de Galerkin é um caso particular do método dos resíduos ponderados, no qual as 

funções de ponderação       são as mesmas que as funções de aproximação    . 

Este método aproxima a solução de um dado conjunto de equações diferenciais e de suas 

condições de contorno pela substituição nelas de uma ou mais funções de verificação, as quais, em 

princípio, satisfazem às condições de contorno. Como as funções de verificação são, em geral, 

diferentes da solução exata, o conjunto das equações produz alguns resíduos. Esses resíduos são então 

ponderados pelos modos de solução aproximada e feitos iguais a zero, sobre o domínio. 

Seja então, o sistema de equações:  

 

                                                                                                                                          (4.1.1) 

 

com as condições de contorno essenciais e naturais                                            sobre  

onde                  podem ser operadores diferenciáveis, integrais, integro-diferenciáveis, etc.  

 

Seja u1 uma função de aproximação que satisfaz as condições de contorno e formado pela 

combinação de funções      completo: 

  

 

i 
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                                                                                                                                            (4.1.2) 

 

com resíduo 

 

(4.1.2) 

 

que deve ser ortogonalizado com relação à mesma função de aproximação , isto é: 

 

(4.1.3) 

 

Se o operador   é linear, a equação acima produz um sistema de equações lineares do qual se 

pode obter os coeficientes αk: 

 

                                                                                                                                            (4.1.4) 

 

ou na forma matricial 

 

(4.1.5) 

 

É claro que a função de aproximação u1 pertence ao espaço Η gerado pelas funções  

Dessa forma, o Teorema de Lax-Milgram estabelece o critério de convergência do processo. 

Antes de enunciá-lo, precisa-se definir o que é um operador diferencial limitado e um 

operador diferencial coercivo. 

 

Definição: Um operador diferencial linear   é dito ser operador limitado se existe um             tal que 

 

 (4.1.6) 

 

 

Definição: Um operador diferencial linear   é dito ser operador coercivo se existe um             tal que 

 

(4.1.7) 

 

 

 



 

 
Harmony of Knowledge Exploring Interdisciplinary Synergies 

Métodos de Aproximação nos Problemas Variacionais 

Teorema: (Lax-Milgram). Seja   um operador diferencial linear limitado e coercivo; seja V um 

subespaço de ¬. Então existe um único u1 pertencente a V tal que 

 

(4.1.8) 

 

e mais, 

 

(4.1.9) 

 

Onde              é arbitrário e u é uma solução fraca                  de com x € Ω  em ¬ Ω. 

 

Definição: A desigualdade (12.4.10) que aparece no teorema de Lax-Milgram é denominada de 

Lema de Céa: 

 

 

 

Exemplos 

 

1. Resolver a equação                             em [0,1] e com as condições u  

 

Solução 

 

Como a função de aproximação tem que satisfazer as condições de contorno, tem-se: 

 

 

 

Seja como primeira aproximação                                      , , onde 

 

 

 

 

 

Logo  
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Integrando, encontra-se:   

 

 

 

que gera 

 

 

 

 

Comparação da Solução pelo Método de Galerkin e dos Momentos e Exata 

 

x = 00 + 0.051 

 

Solução pelo Método dos Momentos y2(x): 

 

Solução pelo Método de Galerkin yg(x): 

 

Solução Exata y(x): 
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Figura 7 

 
 

 
 

Encontrar uma solução para a equação de Poisson                 com as seguintes condições de contorno: 

                                                       , em uma região retangular                          . 

 

Solução: 

 

Para mostrar o método aplicando diversos conjuntos      , apresentar-se-á uma solução 

polinomial e depois outra trigonométrica. 
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Seja   

 

Então  

 

E  

 

Logo 

 

 

substituindo u na expressão acima, sabendo-se que                

 

 

 

e integrando, obtém-se                                 

 

logo  

 

 

Seja então a solução polinomial determinada: 

 

u = (5/8)[p/(a^2+b^2)] (x^2-a^2)(y^2-b^2). 

 

Vamos considerar a=1, b=1 e p variando 
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B- Seja agora                                                                          função que satisfaz as condições de 

contorno e pertence a um conjunto LI, isto é: 
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Fazendo                                                      , então o produto interno, € = ɸ = 0 ou seja.  

 

 

  

 

 

Substituindo as expressões das funções dadas, integrando e resolvendo tem-se: 

 

 

 

logo, a solução procurada é: 

 

 

Seja então a solução polinomial determinada: 

 

 

 

Vamos considerar a=10, b=10 e p=10 . Seja a solução em Mathcad abaixo: 
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 u 
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Uma solução em Matlab é dada a seguir para o problema b): com a=4; b=6 e p=5, com um 

passo h=0.5, gerando 8 pontos na direção x e 12 pontos na direção y. 
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c. Seja agora considerar o caso do fluxo num canal de profundidade unitária quando a velocidade na 

direção y é zero ( v = 0) 

 

 

 

A equação de continuidade é:                = 0 Como a viscosidade do liquido v = 0 apenas                

Para fluxo laminar confinado e convecção forçada, a equação de momento na direção x é:  

 

 

 

Com                       , logo 
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integrando duas vezes em relação a y , obtém-se: 

 

 

 

que define o fluxo entre placas paralelas, chamado de fluxo de Poiseiville. 

 

Usando o método de Galerkin, se tem: 

 

 

Sendo u da forma                                                                que levando a integral acima e realizando-

a, encontra-se: 

 

 

Que produz a seguinte função 

 

 

 

Análise 

Os métodos dos resíduos ponderados apresentados são de difícil aplicação na prática, por 
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causa de que as funções tentativas precisam satisfazer todas as condições de contorno - 

essenciais e naturais. As funções precisam preencher estes requerimentos porque utilizam a 

minimização do erro para satisfazer a equação diferencial do equilíbrio 

 

Exercícios 

 

1 - Considere a forma auto adjunto da equação não homogênea de Bessel 

 

 

 

com y                               Determine uma aproximação de y pelo método de: 

 

Galerkin  

Colocação  

Momentos 

Mínimos  

Quadrados  

Compare as soluções 

 

2 - A extensão de uma placa quadrada sob força unitária aplicada nas bordas, reduz a solução da 

equação biharmônica =                Dado um quadrado de lado igual a 2, com as seguintes condições de 

contorno                                                           Além disso, nos contornos x = 1 e y = 1 

 

a - Mostre que o funcional correspondente é    

 

b - Verifique que as funções de forma apropriadas são definidas por: 

 

 

c - Use o método de Galerkin, com um único coeficiente e mostre que a solução é próxima da obtida 

pelo método de Rayleigh-Ritz: 

 

 

3 - Para a deformação de uma viga sobre uma base elástica em variáveis adimensionais é:  

  



 

 
Harmony of Knowledge Exploring Interdisciplinary Synergies 

Métodos de Aproximação nos Problemas Variacionais 

 com                     para deflexão zero e momento fletor zero nas bordas            e   

 

 

Escolha as funções de forma                                 para achar uma solução aproximada. 

 

4 - O problema não linear                              em                  , representa a condução de calor em estado 

estacionário numa placa com condutividade k u  e temperatura adimensional nos contornos de  

e              . Para                   e funções de aproximação de forma polinomial 1,x,x
2 , calcule o residual e 

a função aproximada por cada método de resíduos ponderados apresentado. Compare a solução 

encontrada com a solução exata  

 

5- Seja determinar a deflexão em um cabo de                 com                                         , e  

nas posições L/2 e L/4. A equação que rege o problema é:                            ,  

 

a - Use o método de Galerkin, usando  

 

b - Use o método de Galerkin, usando  

 

c - Use o método de Galerkin, usando:  

 

6- No problema anterior, incluindo o termo devida a fundação elástica, a equação fica  

                                          com k=24,5 N/m.m = rigidez da fundação. Use funções de forma 

  

polinomiais do tipo                                                      .  Compare os valores encontrados com a solução 

exata:   

 

 

4.2 MÉTODO DE GALERKIN COM POLINÔMIOS CONTÍNUOS POR PARTE 

Quando as funções de aproximação ɸ são polinômios contínuos por partes sobre Ω . Como na 

definição do método seja o sistema de equações: 

 

(4.2.1) 
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com as condições de contorno essenciais e naturais                                              sobre   , onde, 

como já visto acima, diferenciáveis, etc. 

Seja u1 uma função de aproximação que satisfaz as condições de contorno e formado pela 

combinação de funções  pertencentes a um conjunto linearmente independente e completo e mais, 

sendo contínuas por parte definida sobre Ω. Sem perda de generalidade, pode-se considerar Ω = 0,1. 

Seja então uma partição                                               , com cada subintervalo                   de comprimento                        

, de modo que  

 

Pode-se mostrar que Ωn é um espaço vetorial finito de dimensão m cuja base é formada pelas 

funções  

 

Figura 8 função contínua por parte em [xi-1,xi+1] 

 

 

 

 

 

 

 

No processo normal, todas as 

 

(4.2.2) 

 

com resíduo 

 

                                                                                                                                            (4.2.3) 

 

que deve ser ortogonalizado com relação à mesma função de aproximação ɸk, isto é: 

 

(4.2.3) 

 

Se o operador  é linear, a equação acima produz um sistema de equações lineares do qual 

se pode obter os coeficientes αk: 

 

(4.2.4) 
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Com 

 

 

ou na forma matricial                que pode ser resolvida por um método apresentado no volume 1 desta 

obra. 

 

 

(4.2.5) 

 

 

 

 

 

 

5 ESCOLHA DAS FUNÇÕES DE APROXIMAÇÃO 

Quando usando a MRP em qualquer de suas variantes uma das coisas mais importante é a 

escolha adequada das funções de aproximação. Esta escolha dá a importância e o poder do método, 

em que as informações conhecidas do problema são incorporadas nas soluções aproximadas. Em 

aproximações de baixa ordem ou com uso de poucas funções de aproximação, uma boa escolha 

influencia o resultado, no entanto, em casos de aproximação de alta ordem essa influência é 

minimizada sendo essa influência substituída pela ordem de convergência numérica desejada. Assim, 

a taxa de convergência passa a ser preponderante. 

Dessa forma, o passo inicial é escolher um conjunto de funções de aproximação que satisfaça 

o maior número de condições de contorno do problema, observando que esse conjunto de funções 

precisa ser linearmente independente e completo. Em geral, os polinômios são completos e LI, pois 

qualquer função pode ser expandida em termos daqueles. 

A condição de completude do conjunto de funções assegura que a solução pode ser expressa 

com um número de termos suficiente para tal. 

Existem duas condições imprescindíveis para a escolha adequada do conjunto de funções de 

aproximação: atender as condições de simetria e as condições de contorno. Se as condições de contorno 

são do tipo                            aproximação e 

 

(5.1.1) 
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Onde     no contorno. Essas funções, nos casos mais simples, podem ser polinômios que devem 

obedecer as condições de contorno e as condições de simetria. Condições de contorno que incluem 

derivadas precisam também serem obedecidas e é conveniente combinar o resíduo da equação 

diferencial e de contorno. Tente sempre usar polinômios ortogonais e suas combinações para se ajustar 

às condições de contorno quer sejam de primeira, segunda ou terceira espécie, e dão vantagens 

computacionais quando se implementa, pela sua simplicidade. Funções transcendentais podem 

também ser usadas, mas em geral aumenta a dificuldade de programação e tem um custo 

computacional adicional quando comparada com o uso de funções polinomiais. 

Em problemas que são dependentes do tempo é conveniente expandir a solução em termos 

espaciais de maneira que estas satisfaçam as condições de contorno 

 

(5.1.2) 

 

As funções Ai t são determinadas por métodos aproximados bem como também as condições 

iniciais. 

Em problemas de autovalor do tipo 

 

(5.1.3) 

 

Onde     e    são operadores diferenciais genéricos. Na maioria dos casos se tem               . Em 

geral, o problema tem uma solução apenas para valores discretos do autovalor  . Neste tipo de 

problema o objetivo é aproximar os autovalores e autofunções, assim se expande a função de 

aproximação em uma serie de funções cada qual satisfazendo as condições de contorno homogêneas 

dada em (12.5.16): 

 

(5.1.4) 

 

A função de aproximação acima é substituída na equação diferencial para formar o resíduo, o 

qual deve ser feio ortogonal em relação as funções de ponderação w j : 

 

 

(5.1.5) 
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Este conjunto de n equações lineares homogêneas para as constantes ci tem solução não trivial 

se e somente se o seu determinante for nulo: 

 

(5.1.6) 

 

A equação acima é um polinômio em  de grau n e tem n raízes as quais são as aproximações 

dos autovalores. Usualmente essas raízes são distintas e reais. Devido a equivalência aos métodos 

variacionais o método de Galerkin é o preferido para ser aplicado e porque sob ceras condições os 

autovalores são estacionários ou não sensitivos a erros na aproximação das autofunções. 

 

Exemplo 

 

Seja o problema 

 

(5.1.7) 

 

Este problema é complicado face o fator 1-x2; sem ele a solução exata é conhecida e é dada 

por  

 

(5.1.8) 

 

As funções acima (solução do problema sem o termo 1 – x2 ) atende as condições de contorno 

e fornece uma boa fonte de funções de aproximação; polinômios também são um boa fonte tais como 

 

(5.1.9) 

 

 

Logo o resíduo será dado por 

 

(5.1.10) 
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Fazendo o resíduo ortogonal a função de ponderação (que no caso do método de Galerkin, são 

as próprias funções de aproximação              )  usando-se as propriedades do produto escalar, se tem 

 

 

 

(5.1.11) 

 

 

 

 

 

Numa segunda aproximação utilizando-se (5.1.6) se tem 

 

  

 

 

(5.1.12) 

 

 

 

 

Escrevendo um programa em Matlab para a solução do problema: 
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Executando o programa acima para N=2, 3, 4 e 5, por exemplo, temos o seguinte resultados 

para as raízes ƛ i: 

 

 

Estes são valores aproximados; os valores reais para os3 primeiros autovalores são: 
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