Métodos de Aproximac¢io nos Problemas Variacionais

> e Crossref d

https://doi.org/10.56238/sevened2023.006-150

Universidade Estadual do Maranhdo (UEMA), Mestrado
em Engenharia Mecédnica - UNICAMP, Mestrado em
Engenharia da Computagdo UFRJ. Atua no CCT, Sao
Luis, Maranhdo, Brasil. Campus Sdo Luis: Cidade
Universitaria Paulo VI, Av. Avenida Lourengo Vieira da
Silva; N.° 1000, CEP: 65.055-310, Jardim S&o Cristovao
— Séo Luis/ MA, Brasil.

E-mail: hmcal3@gmail.com

P6s Doutorado em Automagio e Controle (EESC - USP),
Professor Adjunto IV, DEMATI - CECEN; Universidade
Estadual do Maranhdo (UEMA), Sdo Luis, Maranhdo,
Brasil. Campus Sao Luis: Cidade Universitaria Paulo VI,
Av. Avenida Lourengo Vieira da Silva; N.° 1000, CEP:
65.055-310, Jardim Sdo Cristovao — Sdo Luis/ MA,
Brasil.

E-mail: ivanildoabreu@yahoo.com.br

Universidade Estadual do Maranhdo (UEMA), Mestrado
em Engenharia da Computagdo e Sistemas - UEMA,
Professor Assistente II, Sdo Luis, Maranhio, Brasil.
Campus S@o Luis Campus S@o Luis: Cidade
Universitaria Paulo VI, Av. Avenida Lourenco Vieira da
Silva; N.° 1000, CEP: 65.055-310, Jardim S&o Cristovao
— S&o0 Luis/ MA, Brasil.

E-mail: cristovamfilho17013@gmail.com

Mestrado em Matematica (PROFMAT), Professor
Substituto da Universidade Federal do Maranhio
(UFMA) Cidade Universitaria do Bacanga, sn —
Bacanga, Sao Luis, Ma,Av. dos Portugueses, N° 1966,
CEP:65080-805, Vila Bacanga; Sao Luis Maranhao
Brasil.

E-mail: elderabreu@yahoo.com.br

Mestrado em Engenharia da Computacdo e Sistemas-
UEMA, Instituto Federal de Educagdo Ciéncia e
Tecnologia do Maranhdo-IFMA Campus Rosario,
Avenida Principal , S/N, Residencial VAlparaiso,
Sapucaia, Rosario-MA/CEP: 65150-000 -Campus
Rosario;

E-mail: ril.ifmatematico@gmail.com

Licenciado em Matematica pela Universidade Estadual
do Piaui - UESPI e Mestrando em Matematica pelo
programa PROFMAT - UEMA, Professor efetivo da
Seduc - MA ¢ Professor da rede particular de ensino de
Teresina - PI, Rua Antdnio Guimaries, n°2514, CEP:
65636-460; Parque Piaui - Timon/MA, Brasil.

E-mail: alanjeffersonlima@gmail.com

Licenciado em Ciéncias - Habilitagdo em Matematica
pela Universidade Estadual do Maranh&o, Mestrando em
Matematica pelo PROFMAT - UEMA, Professor efetivo
em SEDUC - MA ¢ SEMED - Alto Alegre do Pindaré —
MA; Rua Rio Branco, S/N, Bairro: Trizidela, CEP:
65.398-000.

E-mail: vankysferreira@gmail.com

Especialista em Metodologia do Ensino da Matematica
(UFPI) ¢ Mestrando em Matematica pelo PROFMAT -
UEMA, Professor Efetivo em Magalhdes de Almeida -
MA, SEMECT Av Getulio Vargas, 155 — centro, CEP 65
560 000, Magalhaes de Almeida MA.

E-mail: karllos-alexandre@hotmail.com

Licenciado em Matematica pela Universidade Estadual
do Maranhdo, Especialista em Ensino da Matematica
(IFMA) e Mestrando em Matematica pelo PROFMAT -
UEMA, Professor Efetivo em Pedro do Rosario-MA,
U.L. Nelson Marques, MA-006, s/n, CEP 65206-000,
Povoado Anta.

E-mail: marcus.vinicius.viegas.2015@gmail.com

Discente do Programa de Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional (PROFMAT) na
Universidade Estadual Brasil. Campus Sao Luis: Cidade
Universitaria Paulo VI, Av. Avenida Lourengo Vieira da
Silva; N.° 1000, CEP: 65.055-310, Jardim S&o Cristovao
— S3o Luis/ MA, Brasil.

E-mail: daniloverasd10@gmail.com

Este material de pesquisa sugere a exploragdo de
abordagens para lidar com problemas variacionais
por meio de técnicas de aproximagdo. Em contextos
matematicos, problemas variacionais envolvem
otimizagdo de fungdes, e os métodos de aproxiacdo
buscam encontrar solugdes aproximadas para esses
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problemas. Essas abordagens podem ser essenciais

em situacdes em que encontrar uma solugdo exata ¢ M¢étodos de aproximagdo, Séries
desafiador ou impraticavel, permitindo a analise e infinitas, MATLAB, Condi¢des de contorno.
resolugdo eficaz de questdes complexas por meio de

técnicas aproximativas.

Introduzir-se-4 aqui alguns conceitos da teoria da integracdo de Lebesgue! e dos espacos de

Sobolev. Recomenda-se ao leitor um estudo prévio do capitulo 2 do volume 1 desta obra para relembrar

conceitos basicos dos espagos lineares.

Definicdo 1: Denomina-se dominio €, no sentido de Lebesgue, a um subconjunto (aberto ou fechado)

de R" com interior nio vazio.

Definition 2: Denomina-se integral mensuravel de Lebesgue de funcdes f sobre um dado dominio Q

a

. f_,?"x dx

Definiciio 3: Define-se norma de Lebesgue, & norma (que é uma fungdo |[+| sobre um espago

euclidiano normado cujos valores sdo ndo negativos — vide item 2.9 pag.85 no volume 1 desta obra)

estabelecida pela expressao

L
r

Pl = | [heta

Definition 4: O espaco de Lebesgue é um espaco de Banach? definido por

Ip @ = fi)f|,, <= (1.1.1)

Definition 5: Diz-se que duas fungdes / e g sdo iguais se elas diferem entre si em um subconjunto

de pontos de medida zero, isto &,

IF—2l,, =0 (1.12)

! Henri Leon Lebesgue (28/jun/1875 — 26/jul/1941), matematico francés.
2 Stefan Banach (30/mar/1892 — 31/ago/1945), matematico polonés.
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Observamos que, num espago de Lebesgue, por ser um espaco de Banach permanecem véalidas as

desigualdades de Minkowski®:

SlEpaogfe elp 0

||f +E|||',l.l“ ; "'If."',ul.' +"g|l',ul:

Holder*:

ek, <1 ko Ely, 1= pa<oo 7 € Ip 0 .gelq 0

Schwarz®:

]

' ||  =2-nomma.

| =

.
. -le
-1l

f|fg{m <

Deve-se observar que a chave dos processos para a determinagdao de uma solu¢cao numérica
para equacgdes diferenciais sera a habilidade que ter-se-4 em desenvolver fungdes precisas para os
métodos de aproximacao empregados no espacgo de defini¢do da EDP estudada.

Para se ter uma visdo geral, seja a aproximacao de uma dada funcdo em alguma regido
cujo contorno ¢ limitado por uma curva . Na solucdo de EDPs normalmente € prescrita

QCR
determinadas condigdes em seu contorno; precisa-se entdo de uma fun¢ao tal que satisfaca as condig¢des

de contorno prescrita, | = ¢/ Seja entdo um conjunto de funcdes ;i = 1,2,...
T T

introduzida de tal forma que vy | =0, de forma que em todos os pontos interiores de 2 pode-se

aproximar ¢ por

(1.1.3)

M
] ur -+ E 'IIJJI."
1

A computacdo dos coeficientes a; € que fard com que a aproximagao construida sera boa ou

insatisfatoria.

A ideia deste método consiste em que ao achar o extremo de um funcional J f seja considerado

no lugar do espago das funcdes admissiveis, somente as fungdes que se pode representar como

3 Hermann Minkowski (22/jun/1864 — 12/jan/1909), matematico alemao.

4 Otto Ludwig Holder (22/dez/1859 — 29/ago/1937), matematico alemio.
® Karl Hernann Amandus Schwarz (25/jan/1843 — 30/nov/1921), matemético alemdo;
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combinagdes lineares das fun¢des coordenadas que formam uma base de um subespago das funcdes

admissiveis (também chamadas de func¢des de base ou ainda fun¢des admissiveis):

aMn

fax Ty @iy, x 2.1.1)

ondeaj sdo constantes.

Definicdo 1: O sistema ou conjunto de fungdes ¥, ¢ chamado de fungdes coordenadas.

Conjunto  ¢; esta formado por fungGes p; que sao linearmente independentes e que constituem
um sistema completo de fungdes no espago considerado e que cada uma delas satisfaga exatamente as

condi¢des de contorno essenciais, por exemplo:

Ll (2.1.2)

Falando em termos gerais, quando se pede que as fungdes f x sejam admissiveis, impde-Se
P X
as fungdes coordenadas certas condi¢cBes como limitagdes quanto a derivabilidade e quanto a
verificacdo das condicdes de contorno. Dessa forma, o funcional J fse converte em uma fungdo dos

argumentos aj, isto é,

Jr =1 alal. . an (2.1.3)

Determina-se os valores de aj que oferecem extremos a fungdo resolvendo o seguinte sistema:

9Pl 0y = 12.m (2.1.4)
haf

que, via de regra, é ndo linear.

A sequéncia fn x assim encontrada converge para 0 minimo de J f , isto é,

”]u_az Jf, mint f (2.1.5)

No entanto, da expressdo anterior ndo se pode concluir que o limj * =/ x A sequéncia

minimizante pode ndo convergir para a fun¢ao que realiza o extremo na classe de fun¢des admissiveis.
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Podem-se indicar condi¢des que garantam a existéncia do minimo absoluto do funcional e que

ele se alcanga nas fungdes fiz x . No caso do funcional, por exemplo,

5
n i) =
JF) = ] If, fe xde with ; (2.1.6)
& &)
estas condigdes sao:
. a funcao ¢ continua em relacdo ao conjunto de seus argumentos para qualquer £/ *. €

D, onde D ¢ o dominio do problema;

. Existem constantes « » 0;p > 1;3 taisques ,fi,x >|f[ +3
. A fungdo I/f , fx ,x tem derivada parcial continua 371 , € esta ¢ uma fungdo
fie

decrescente qualquer que seja x, f € D.

Se por este método se determina um minimo absoluto do funcional, o valor aproximado do dito
minimo se acha por excesso, posto que o minimo do funcional para as fungdes admissiveis arbitrarias

ndo ¢ maior que o minimo desta para uma parte da classe de fungdes admissiveis.

Exemplos

Ache a solu¢do aproximada do problema sobre o minimo do funcional

1
J(exreed) r (and?  2xy)Dx
s
o

Comy 0 =y 1 = 0. Compare a solu¢do aproximada com a solucdo exata.
Solucio:

Método de Rayleigh-Ritz

Seja s x = 1-x x%k =12....»as fungdes coordenadas. Vé-se que, por d+: *;3o,
satisfaz as condi¢des de contorno essenciais € sdo LI. Além disso, formam um sistema completo

no espago C1[0,1].
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Parak=temos y: =a; | =&y 1 - x x — g x

funcional, tem-se:

1
J v at 1 2x at x x*¢
1 _f 1 1 1
. )
[i]
1
J I‘ﬂild-x 3xt  Ixf x* 2a x x* &
- 1 _n na - N 1 -
4 1
3 o
¥ o= ar
(10 ! |6 ! !
Resolvendo
1 5
] 34 + D_&a
_ R
L oa) 51 s 18
Logo i
3 o
v — x  x*

l x x ey 1_x x* = &g 2

Levando o valor aproximado de y , y2 , no funcional, e fazendo as operagdes, tem-se:

5 23, 1, 41 1 1 a
¥ = 4 a’ a .
V10,0 15,0 a7 10,

Derivando parcialmente em relagdo aos parametros e igualando a zero, obtém-se:

51 [23] '41] 1
——il=1— al 1 _a. I |;].
fjﬂ] ] 5 3':' - 6

A ) 9 41 1

“ = —| — |8 — aQ _[ — 0
oay 15 (30) (10

Resolvendo-se o sistema acima, tem-se:

a ¢ 10615
1 107353
799
a
4 P

x* levando o valor aproximado de y, y1, no
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logo

1 xx (™31 x x2

10615
Y

Solucao Exata:

Joy |[‘ I yrvx dx

tem a seguinte equacao de Euler:

o d [ o ] 0
aoa| T
Como & ja¥ — 2¥ _2x. ol Jo¥" = ey 2 gx

logo, formando a equacao de Euler, tem-se:

=]
St
-
(]
=
=

2yw

que ¢ uma equacao diferencial homogénea de segunda ordem, cuja solugdo ¢é: Seja y = x uma solugao

particular; a solug¢do geral da equagdo diferencial representativa da equagao de Euler ¢:

v=ocos x + Fsin x +v.ov=—x

y=acos x 4+ Fsin x —x

Usando as condi¢des de contorno, obtém-se:

v 0 O=acos 0 +Fsin 0 —x=0=0=ux
v 1 0= acoz 1l + Fsin | x=x coz 1 1 Gam 1 0
; x cos 1 1 x 1-cos 1
o sin | sin |
¥ 1-0,84147
—_— = 0,346
0,34030
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Logo a solugdo geral é:

¥ =xcos x +0,546xsinx —x

vy =x cos x +0,546smx —1

Mostra-se abaixo, um estudo comparativo entre as fungdes yl.y2 e y (desenvolvidono [0,1]

os valores das trés funcdes sdo aproximados e que todas satisfazem as condigdes de contorno dadas.

x:=0003.1

v1(x) :=—i(x— fj]
18

= 200 (x-m) - 139 (,2_9)
101383 2473

v2(x):

vix) =x-{cos(x) + 0346-smn(x) — 1)

0.1 T T T T

0.05]

~0.05[ ~— "

FIGURA 12-1: AUTOR

Aplique o Método de Rayleigh-Ritz para o funcional

B
Ju = !m;”cit, Swa =ou b =0 ueC? [r.r,h}

a

Solucao:

”n
Seja escolher # = uy + Zﬂ,-u,- ., onde:

=1

ty @ e, iy B 2 owoa w; b O = 1w O jadb |
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O que atende as condicdes subsididrias necessarias. Assim, substituindo-se no funcional, se tem

&
sl= |

” ”n
) i N i
H.“H.“ T E -Iilj H.”HJ' i HJH.“ L] E {?J{FJHJHJ -Il'l.\.'

1=1 |

B
: 1
", U [
= ful.u,\cir r 0 = —:! Mo + ey dx

Definindo-se a se tem que o funcional pode ser reescrito da

seguinte forma:

" aMn
"rE . + E
Jou Ly, —2) ax; Lo,
i1 ag 1

-~ . wr i) a
A condi¢ao de extremo ¢ que B 0,logp — =0 2e, +2) La, i=12
i =l

u W L
i X,

Na forma matricial, se tem

L” e L :"-'Il o

la |

wl Lflm | i, Cn

Logo a solugdo, que ¢ encontrar os coeficientes das funcdes de base, pode ser reduzido na

solucao de um sistema de equagdes lineares:

L” o x, ¥ L I{.
Exercicios
1 Encontrar uma solugdo aproximada da equagdo diferencial ndo linear » " %‘b o
obedecendo as condigdes y 0 =4p 1 =1.

2 Achar as fungdes minimizantes dos seguintes funcionais € comparar com os resultados das

solucdes exatas:

1
a-Jy = I v 42pde oy 0 =y 1 =0
il

-y
s

b-Jy = ! 2y 4P 4y de sy 0 =y 2 =0
L1}
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Sao métodos de aproximagao utilizados para resolver equagdes diferenciais. Estes métodos t€ém
diversos procedimentos, dentre os quais se destacam o Método dos Momentos, o Método de Galerkin,

0 M¢étodo da Colocacao, o Método do Subdominio ¢ o Método dos Minimos Quadrados.

Seja L um operador diferencial de um processo qualquer, que aplicado a uma fung¢ao « , produz

outra fun¢do p, em algum dominio 2 (espago onde o operador esta definido):

L, uw =p (3.1.1)
Seja um problema representado por um conjunto de equagdes homogéneas validas no interior

de Q:
L u —0 (3.1.2)

e seja a defini¢do de produto escalar ou interno de L, # com outra fun¢do v dado por:

v j]. - vdf) (3.13)

Pode-se ver que, integrando-se por partes a expressdo acima, sucessivamente, podemos
eliminar as derivadas de « . Da andlise linear, sabe-se que tal procedimento leva a uma forma transposta

do produto interno - com o operador adjunto de L, - associado aos termos contendo informagao sobre

as condic¢oes de contorno:

[ewvan = [uL'm)da + [|GeSwW - GwSv)|dr (3.1.4)

ik i1 I

Onde T ¢ a superficie de contorno de ; G,S sdo operadores diferenciais devido a
integracdo por partes ¢ L" é o operador adjunto de L, .

Por definicdo G v contém os termos de v resultantes da primeira fase de integragao por parte
e S u os correspondentes termos em u.

Se L = L"entdo L é dito auto adjunto e neste caso se tem também S = S*.
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A integragdo por partes acima conduz também a duas categorias de condi¢des de contorno:

. o conjunto G v prescrito ¢ denominado de condicdo de contorno essencial; e

. o conjunto S u prescrito ¢ denominado condicdo de contorno natural.

As condigdes de contorno do tipo essencial precisam ser conhecidas em alguns pontos, a fim
de possibilitar a unicidade da solugdo. Sejam TI'i T> por¢des complementares da superficie total
I'(I'y + I'; = I'}) ), entdo, para um operador auto adjunto L, tem-se:
G v , prescrito sobre i

S u , prescrito sobre 1>

Deve-se lembrar que, todo operador auto adjunto € positivo-definido se:

f Lu -u dl>0,Vu (3.1.5)

f]_u i dt =0 =10

Para determinar se Lq ¢ positivo-definido podemos integrar o produto interno por partes até ele
conter derivadas de uma mesma ordem. Essa operagio é fundamental na transformagdo de Lo em L™
Deve-se ter sempre em mente que a propriedade de positividade definida é extremamente
importante para o estabelecimento de esquemas de solu¢do e também na construg¢do de procedimentos

variacionais.
Exemplos

1 Propriedades analogas a auto adjunto e positivo-definido em operadores Lo pode-se também definir
para as matrizes (como foi apresentado no capitulo 1); estas propriedades sdo respectivamente simetria
e positivo-definida. (Lembrar que uma matriz € dita simétrica se A = A ouainda y Ax — x Ay €¢

dita positivo-definida se xTAx = 0.vxe xTAx —0 = x =0).

2
2 Mostre que o operador L = d—_ ¢ auto adjunto e positivo definido no intervalo [0,1].

Solucao:

Sejam u e v duas fungdes quaisquer, entdo
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dtu
(o(w)x) = [ v =
. ax*
1 : 1
d:.:t du dv
- Eﬂflaa‘
du | dv | : a2y
_ ¥ : i I — v
dx I E 0 = -

que comparando com (12.3.4) vemos que € ¢ auto adjunto. Note que:

Gu _u
Su _ .du
- T dx
Gv _v;
Sv _dv
ax

s 8

A condigdo de contorno essencial u € prescrita; e a condi¢do de contorno natural € -du/dx

prescrito. Se u=v e condigdes de contorno sdo homogéneas ver-se-a que £,, € positivo- definida.

d*u

Investigue as propriedades do operador £, * = == em [0,1].
Solugao

Seja v uma fun¢do auxiliar qualquer, entdo o produto interno é:

1 1

. o e
] Luywvdx=| —vdx
o *p dx*

integrando por parte a expressao acima, quatro vezes, se tem:

v uefx

dxl-

ddu|  dvdu|  dvdu, dv I‘ Cd
u
&

1
J"du}vdx= S _
% dx dx? d’? dx

3 ! .
0 o dx? o dx?

Colocando a expressao acima na forma de (12.3.4) vé-se que:
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1 1
’, 1‘.‘-(“ ]vdx=. ]-ﬁ"(v]udr N ’Glfv}slfu) N Gziv)sz(u}]
0

S(WVIG(u) S(WG(u)
-1'{2 2 T 1 ]

0 ]

0

logo, as condi¢des de contorno essenciais sao:

Prescritas ¢ as condi¢des de contorno naturais sao:

a-u a‘u  prescritas.
Svu o v o
4
d’ o

Ooperador /. — — [ « => serauto adjunto.

dx?

Agora colocando u=v e fazendo as condi¢des de contorno homogéneas, obtém-se:

bl
2

! Lo
gciu‘mdx= ['F] ax - 0

que mostra ser o operador em questao positivo-definido. Isto €, para que £, u > para toda

e qualquer fung¢do u , precisa-se que se restrinja no minimo u’=u'=0 ou

IuD,,O;\

Os métodos dos residuos ponderados sdo procedimentos numéricos para a solugdo de um
conjunto de equagdes diferenciaveis da forma:

o =p em 0} (3.1.6)

iy
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com as seguintes condi¢des de contorno:

essencial: Ly =g ‘].

natural: £ g |]

com \p, 41, =T sendo a superficie externa do dominio Q , € uo a solugdo exata. A func¢ao

uo ¢ primeiramente aproximada por fun¢des ¢, x , tal que:

n 3.1.7
U = znkok ( )
k=1

onde ok sdo parametros indeterminados e @ X  sdo fungdes linearmente independentes,
retiradas de uma sequéncia completa de fungdes é, ¢e ..., as fungdes sao usualmente escolhidas

de tal forma que satisfagam certas condi¢des, denominadas de condigdes de admissibilidade,

relacionando as condi¢des de contorno e o grau de continuidade. As func¢des sdo consideradas como
pertencendo a um espaco linear, isto ¢, podem ser combinadas linearmente e tém produto interno,
norma e métrica conforme definidos no capitulo 2 do volume 1 desta obra.

Lembrando que uma sequéncia de fungdes linearmente independentes ¢ dita completa(vide
item 2.6 e seguintes no volume 1 desta obra) se um niimero N e um conjunto de constantes o podem

ser achados tal que, dada uma admissibilidade e uma funcao arbitraria uo , tem-se:

N
— ol < 3
k ;Z;“’O‘ - (3.1.8)

onde a quantidade B ¢ uma quantidade tdo pequena quanto se queira.

As fungdes ¢ para o problema (2.3.6) t€ém que satisfazer as condicdes (2.3.7) e devem ter

necessariamente um grau de continuidade suficiente para fazer o lado esquerdo de (2.3.7) diferente de
Zero.

Substituindo (12.3.8) em (12.3.6) determina-se uma fungao erro €, chamada de residual, isto é:

e=L,u —p=0 (3.1.9)
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Note que € ¢ igual a zero para a solu¢do exata, mas nao para uma solu¢do aproximada. O
residual ¢ for¢cado a zero, no sentido médio, isto é, em média, por intermédio de um procedimento de

zerar a integral ponderada do residual:

[ cvdds = 0.¥i = 1.2,....n (3.1.10)

Onde #; um conjunto de fung¢des de ponderagado, as quais sdao, também, parte de um conjunto
completo e linearmente independente.

Assim procedendo, a solucdo converge para a solugdo exata, com o aumento do numero de
termos adotados.
NOTA: E bom lembrar que um conjunto infinito de fungdes ortogonais nio é necessariamente
completo, isto €, pode-se ter um nimero infinito de fungdes, mas a solu¢do nao converge para a solugao
exata. Para uma sequéncia de fungdes ser completa ¢ necessario e suficiente que toda e qualquer
subsequéncia desta seja uma sequéncia de Cauchy. Que converge para uma mesma fun¢ao no espaco
que as contém. Assim, um espago métrico € completo quando todas as sucessdes de Cauchy convergem
para um limite que pertence ao espago.

. . . ~ | kx| . ~
Seja o seguinte conjunto de fungdes ¢, = sin| —|.vk = 1,2,...n € seja a solugdo.
I

.
-

u = L“kf:}k
k=1

isso ndo permite que se reproduza a solu¢do u = constante. Se a possibilidade de u ser constante
existe, entdo hd necessidade de termos na solu¢do um termo que permita se reproduzir a solugao

desejada. Assim

.

u=a,-14 Z”k(’k
k=
que agora ¢ um conjunto completo. Este exemplo ilustra a dificuldade que se tem em estabelecer a

completude de um dado conjunto de funcdes.

A seguir serdo apresentados alguns métodos baseados na ideia de ortogonalizacdo. Neles, as
funcdes de ponderagdo sdo escolhidas de modos diferentes. Considerar-se-4, em principio, apenas

operadores auto adjuntos e positivo-definidos por questdes de simplicidade de apresentagao dos
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métodos, mas os mesmos se aplicam aos operadores de tipos mais gerais, 0 que serdo vistos

posteriormente.

Este método foi desenvolvido por H. Yamada em 1947 e H. Fujita em 1951 para aplicagdo a
problemas de camada limite laminar e difusdo transiente ndo linear, respectivamente. Como ja
mencionado anteriormente, as fun¢des de ponderacdo *: podem ser diferentes das fungdes de
aproximag¢do o, pode ser usado.

Uma escolha simples € o conjunto LI e completo:
Lxxix? ... (3.1.11)

para problemas unidimensionais. Dessa forma, sucessivos momentos de ordem crescente do residual

sao forcados a zero assim:

I';L',d.r = Jf Lu —p gdx =0
oW = Lnf{'j-’ (3111)

v, = X0V = 0,1.2,..n

A técnica acima ¢ denominada de Método dos Momentos, devido ao tipo de escolha feita para

as funcdes de ponderacdo. Se qualquer outro conjunto for escolhido para as fun¢des de ponderagao

ndo serd mais o0 Método dos momentos, mas apenas um método de residuo ponderado.

Exemplo
Seja . _gu _p-du ., _oemQ, sendoQ=0,1,com as seguintes condi¢des de
dx?
contorno # 0 =wu 1 =0.

Seja a seguinte aproximacao para a solucao:

U x 1—=x o) + o+ oagxs 4

que satisfaz as condi¢des de contorno dadas. Para efeito de calculo considerar-se-a apenas os

dois primeiros termos em a, isto é:
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H=x 1—x “1+“}"

Logo a funcao residual sera:

& u P =x+4 2 4 39y —x? oy 2 6 +x? —x° 0

Fazendo agora a ortogonalizagdo do residual em relagao as fungdes de ponderacao 1 e x ,tem-

se respectivamente:

1
.!1;_---1(1;:— 0
rxdx =0
0

integrando, obtém-se um sistema, que colocado na forma matricial fica:

11 11 1
6 E* n]] 3
11 19 ¥ 1
122 3

cuja solucdo é:

122 110
t’ll = a}-ﬂz — %

Assim a fungao solugdo aproximadaé « =x 1 - x lﬁl_s'] 122 + 110x

sin x
A solugdo exata do problema posto € u, .. = | n 1 ] x

Usando o Mathcad se tem:

Harmony of Knowledge Exploring Interdisciplinary Synergies
Métodos de Aproximagdo nos Problemas Variacionais



x:=0,0.05..1

ua(x) = x(1 —x}~rl:alg/l\1~{122+ 110-x)

o f sin(x) \1
etx) = k siu{]}) .
X = valx) = uve(x) =
0 0 0
0.05 9332103 9.395-10 -3
01 0.018 0.019
015 0.027 0.028
02 0.036 0.036
025 0.043 0.044
03 0.05 0.051
035 0.056 0.057
04 0.061 0.063
045 0.065 0.067
05 0.068 0.07
055 0.07 0.071
06 0.07 0.071
065 0.068 0.069
07 0.064 0.066
075 0.059 0.06
Figura 2 Solugéo de u"+u+x=0
0.08 | | T
0.0§ / \af
7 \
:’{ ‘\
ua(x) \
velx) 0.04 f‘
/
0.02 "f
. !;,
/
| | | |
0 02 04 06 08

Harmony of Knowledge Exploring Interdisciplinary Synergies
Métodos de Aproximagdo nos Problemas Variacionais




Este método apareceu na solugdo de equagdes diferenciais realizadas por J. C. Slater em 1934
e por J. Barta em 1937, respectivamente aplicada a solugdo de problemas de energia eletronica em
matais torque em pecas prismaticas de se¢ao quadrada. Foi posteriormente generalizado por R. A.
Frazer (1937) e C. Lanczos (1938).

Este método consiste em anular a fung¢ao residual [] em uma série de pontos escolhidos
dentro do dominio de integracao do problema. Deve-se notar que esses pontos sdo usualmente, mas
ndo necessariamente, distribuidos no dominio.

Seja entdo a seguinte funcao de aproximacgao:
I = ka{')k (3.1.12)
onde @ satisfaz as condi¢gdes de contorno.
Seja agora determinar os valores de ax , for¢ando a condicao:
e=£Lu —p=10 (3.1.13)
X 4E
Seja A a fungdo delta de Dirac, fungdo que € igual a zerose x = x,, e f Al )de =1,
[

X

quando ¢ —0. Dessa forma, pode-se escrever o método da coloca¢do como uma técnica de residuos

ponderados:

(3.1.14)

-3
L
=

[ eAde = 0k = 1,

1]

Exemplos

1.Seja resolver a equagdo diferencial @?’4& 4x = 0 ,emQ[0,1]. Considere x = 0,25ex = 0,5.

dx?
Solucao
A-Seja u = @ X —x" funcdo admissivel tirada do conjunto admissivel x',x*! , que sdo LI.

Usando u; e fazendo * os = 0 tem-se.

— [244x-2 ]n: 4_1-| -0

£ —
=05 =05
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resolvendo encontra-se a. = - 1, logo

—
-
[

X

b) Sejaagora ® =a x —x°

o, x> —x* Fazendo © =0 A

=025 o5 0 , tem-se

—1,7500n — 0,81250 =2
—1,8125y +0.546%: =1

] = _0,?846 N = _0,??1?
Logo,

g MC

2 10,7846 x — x? 0.7717 x?

que mostra que a solucao aproximada, neste método, depende dos pontos de colocagdo. Usando
Mathcad se tem:

Método da Colocagdo para a equagdo u” -+ 4u — 4x =0
®x:=0,0.01..1
ul(x) :=—(x —xzj

2 2 3
u2(x) :=—0_?84-6(x— % ) - 0_??1.& . )
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Figura 3 Solugéo de u"+4u-4x=0 pelo método da Colocagéo

_04 I 1 | 1

2. Seja resolver a seguinte equagdo diferencial de Poisson:

o’u } ot
on o _
g gy

com as seguintes condigdes de contorno: 4 xy — 0y x

Solucao

Seja a seguinte fungdo de aproximacgao:

2 2 ~
u ¥ —ad ¥V b o + 0y X5 4V 4

que ¢ geral. Para simplificar o exemplo, seja considerar apenas o primeiro termo da soma, € uma

regido quadrada a = b . Dessa forma, tem-se:

i £v] x? GJ J:; = a2
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Fazendo — 0 encontra-se:

-
&

f‘x y 0O =%k y .:.7'2

o =[]

g

19
ry = - [m IEI

Logo,

T SRR R |]13]{;}]| [i][alf] T ]

Solucao no Mathcad:

(=]

a:=1b:=1p:=1
1:=1.200:=1.2

xj =—a+ 0.05iy] =—b+0.05]

ul(x,y) = —L(Xz —112]-6'2— hz)

4-112
ul(x,y) = ~(x2 - az]-(yz— hz)." 19._ P4 _1.%.(}{2 + yz) —I

Ajj :=u1(xj,yj) Bj, = uz(xj, yj)
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Solugdo em Matlab
function exemp2
% exemple do capitule 12 secao 12.3.5 método da colocagio

ElEg

global & b p

a8 = 1r

b =1;

p=1;

®x = —a+0.05:0.05:2;

y = -b+0.05:0.05:2;
[~¢~] = meshgrid(x,v);
[Ax,~] = =size(x"):
[~,my] = =size(w):

21 = zeros (nx,my) ;
Z2 = zeros (nx,my) ;
for i=l:nx
for j=l:my
21(i,3) = uwl(={i),¥(3));
22(1i,3) = w2(x{1),¥(3));
end
end
figure (1)
surf (Z1) ;
figure(2)
surf (Z2) ;
figure (3)
contour (Z1, 30, "ShowText', "on')
figure (4)
contour (Z2, 30, "ShowText', "on')

function [A] = ul(X,Y)
A= -p*(X"2-a"2)*(¥"2-b"2)/ (4*a*a) ;

end
function [B] = u2(X,Y)

E = —(X"2-a"2)* (Y "2-b"2)* ({19*p/60*a 2+ (1*p/15%a™4) * (X"2+¥"2) ) ;
end

end

Figura 4 solugdo par um e dois termos

u1l = Aprox com 1 fungao base - contorno de u1
50
S
40 9O
0
30 a0 \ &
E 200 020123% ey
2 2
&0 40 — 60 10[% 2 %f)z?
20 20 40 P 2 . ANV
10 20 30 40 50 60
u2 = Aprox com 2 fungoes base contorno de u2
60 -
50 0059%\& 2
40 o
30
=)
209 AR
1 v, (5]
e 60 > H©

10 20 30 40 50 60
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Este método apareceu primeiramente em 1923 pelos engenheiros alemaes C. B. Biezeno e R.

Koch para a solugdo de problemas advindos da estabilidade de vigas e placas.

Este método ¢ similar ao método da colocacao descrito anteriormente, mas aqui em vez de

zerar a funcdo erro em determinados pontos, procura-se zerar a fungao residual sobre pequenas

regides do dominio, isto ¢, divide-se 0 dominio em pequenas regides, anulando a integral do erro

sobre cada regiao:

‘ [ () = 0

1]

para diferentes Q;e com | Jq, -

Exemplo

. du
Seja resolver ey t 4u — 4x
ax

|Uf~_i\ E‘i};‘\,{lﬂx < ]}
2 2
Solugado
12 1

(0 emais & MO = @,Vi = j

0 em [0,1] dividindo o dominio em duas regides.

(3.1.15)

x* . Zerando a integral do residuo em cada sub-regido, tem-se:

f-d:: [ 4x? —d4x —2 g+ 4x? —4x? - 6x + 2 ay — 4x dx

f-d:c [ 4x? —dx — 2 oy + 4x? —4x? - 6x + 2 oy — 4x dx

que resolvendo, encontra-se:

0.44230
a, = —0,61538

-

Logo a funcao de aproximagao, pelo método das sub-regides, ¢:

- 0

- 0
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1wk, 0,44230 x — x° 0,61538 x* — x°

Este método apareceu em 1795 com o matematico Johann Carl Friedrich Gauss quando do
estudo de estimagao de ajuste de curvas pelo método dos minimos quadrados.

Neste método, as fungdes de ponderacdo v; sdo escolhidas como sendo:
f_‘j = £ (I‘Ji (3.116)

Onde ¢ sdo fungdes LI e parte de um conjunto completo. Seja entdo @ u = p sendo u; uma

fun¢do aproximagao de u , com

w o= 0, (3.1.17)
logo o residual sera:
e=Lu —p (3.1.18)

Como devemos ter o produto interno entre o residual € e as fungdes de ponderacao iguais a zero no

dominio, tem-se:
ety = [evdn (3.1.19)

0

como as fungdes ¥ = £ ¢ | substituindo na expressio acima, e resolvendo vem:

ey = £Luy —piy = £ Z”i”f —p. L gy

=oa; £ o £ o — pLg =10
: 2
Como, £ ¢ .£ ¢ =J L4 £ 6 =|£ g | tem-se:
u]"--- &, |1 — Py 0% 1.2.....n (3_1_2())

3
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Exemplo

. . . . , P
Seja resolver o mesmo problema exemplo da secdo anterior, isto €, resolver — + 4w —4x = 0 em

dv?
[0.1].
Solugao:
Seja 1y 0y X 2 4 (ks - x? Sy g X - x? o €y x? —x? ,lOgO
2
aft ¢ [ - pL g =0
2
0 ||L in || — p.L ¢y 0
cuja solugao é:
) ¢ 110
ky — T
101
399
fll —Hg
e .
- m x — x2 E PR
- 101 449

Comparando 4 (solugdo pelo metodo da colocagdo), com ys= (do exemplo da segéo anterior, pelo

método das sub-regides) ¢ i (solugdo pelo metodo dos minimos quadrados), se tem:

T 2 0, 7846 x
u‘w{l 0, 44230 x
110}
o — | x—x
< 101

x7 0,7717 x* —x°

x° 0,61538 x* — x°

. (399) L,
399 2,
449

Fazendo uso de um pequeno procedimento em Matlab:
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clear;clc;

% fungio auxiliar do ODE solver ode45

vdu = B(x,y) [v(2); —-4*y(1l)-4*x]; % ul" = uz
T ud' = —4ul - 4x

% gclucéc pelc método da colocaglo

uZme = @(x)-0.7848*% (x-x"2)-0.7717* (x"~2-x"3) ;

% sclucéo pelo método das sub-regides
uZsr = B(x)-0.4430% (k-x"2)-0.61533*% (x~2-x"3) ;

% scluglc pelo métode dos minimos guadrados
n2mg = @(x) - (110/101) * (x-x"2) - (399/449) * (x~2-x"3) ;

% plotar as funcdes
fplot (@ (x) [-0.4430*% (x-x"2)-0.61538* (x"2-x"3),...
—(110/101)* (x-x"2) - (399/449)* (X" 2-X"3) ;...
—-0.7846% (x-x"2)-0.7717* (x~2-2"3)], [0,1]): grid on;holdon;
title|'Solugdo da equagio u"+4u-4x=0"):
xlabel ("espago x"};
vlabel {'solugdo u'):
legend ('u2sr', "uZmg', "uZmc") ;

Figura 5 comparacao do grafico da equacio u"+4u-4x=0
Solugdo da equacdo u"+4u-4x=0

0 T T T ! T T T I I
H u2sr
0.05}F A N S R E uZmq |
: ' : : : : : uZme
B 1) ¥ S W N A [ boeaoes FE— deeeeees Lo L _
DA |------t-b Y- T oo R R Y . N S|
=
h=]
B D2 N ALnEEEN oo oo - R PSS -
= 1
L=] '
@ :
0.25 ------ [ A L T froeees e H A [ n
B T T At LR CERNI SRR SRR -
B e B S A B F e SRR BEPERAY SRR -
04 | | | | I I | 1 |
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

A solugdo da equacao diferencial encontrada utilizando-se do Matlab com uso da funcao bvp4c
¢ a mostrada no procedimento abaixo (comentado para facilitar o entendimento do leitor) e cujo

resultado € apresentado na figura 2:

function mat4bvp mod
TMAT4EVE _MOD Acha a solugdo da eguagdo:

zobre o intervalo [0, 1] com as seguintes condigfes de contorno:
u(0} = 0, u(l} =

Primeiramente se utiliza a fungdo bvpinit para se determinar uma

P I R R

condigdo inicial para se poder resolver o problema de valores

Harmony of Knowledge Exploring Interdisciplinary Synergies
Métodos de Aproximagdo nos Problemas Variacionais



% decontorno pelo solver bvp4c.

% solinit = bvpinit(x,yinit) onde x é um vetor gque especifica
% uma malha inicial e yinit é em geral uma fungdo com os

% valores iniciais de y nas abscissas x.

elep

solinit = bvpinit (linspace(0,1,21),@mat4init) ;

% solinit.x % mesh dada por linspace acima
% sol.x Malha selecionada por bvpi4c
sol.y
% sol.yp Aproximacgdo para y(x) nos pontos da malha de sol.x

sol.parameters Valores retornados por bvp4c para parametros
desconhecidos, se existirem

oe

oe

sol.solver 'bvpdc’

o

Se queremos resolver o problema de valores de contorno (BVP)
sobre [a,b], entdo especificamos x (1) como 'a' e x(end)
como 'b', e colocamos isso num vetor coluna gque pode

o

o

cavr vrafaran~iada rnAavr 1ima Fiaina3Aa Thafian!

sol = bvp4c (@matdode, @matdbc,solinit);

% Agora se pode listar ou plotar os valores da solugdo nos pontos
% da malha entre os pontos do intervalo definido.

% Em geral, a solugdo aproximada S(x) é continua e tem

% derivadas continuas. Pode-se utilizar a funcéo

3 DEVAL para avaliar bastante pontos para se ter um grdfico suave.

xint = linspace(0,1,101);
Sxint = deval (sol,xint);

$Sxint (1, :) = valor da solucdo em x = Sxint (2, :)
figure; T
dydx = [ v(2) su" = y' <=>y(1) = y(2)

function res = matédbc(ya, yb)

res = [ __yva(l) ... s.va(l) = v'(a) —-> va(l). =0 _________.

yb (1) 1; 5 yb(1l) = y'(b) -=> yb(1l) =0
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Figura 6 grafico da solugdo de u"+4u-4x=0 pelo solver bpv4c do matlab

Solugio da Equagio u™+4u-4x=0

valores de u

Devido a importancia do método de Galerkin, deixa-se de descrevé-lo aqui, para se abrir uma

secdo somente para discuti-lo. Isso serd feito na proxima segao.

O Método de Galerkin ¢ um caso particular do método dos residuos ponderados, no qual as
funcdes de ponderagdo ¢, sdo as mesmas que as fun¢des de aproximacao o .

Este método aproxima a solucdo de um dado conjunto de equacdes diferenciais e de suas
condi¢des de contorno pela substituigdao nelas de uma ou mais funcdes de verificagdo, as quais, em
principio, satisfazem as condi¢des de contorno. Como as fungdes de verificagdo sdo, em geral,
diferentes da solu¢do exata, o conjunto das equagdes produz alguns residuos. Esses residuos sdo entao
ponderados pelos modos de solugdo aproximada e feitos iguais a zero, sobre o dominio.

Seja entdo, o sistema de equacdes:

4.1.1)

kil

|“ =y —p=10

com as condi¢des de contorno essenciais e naturais @ u | =g @ u ||, g sobre T,

onde ---, % € podem ser operadores diferencidveis, integrais, integro-diferenciaveis, etc.

Seja u; uma funcdo de aproximacdo que satisfaz as condigdes de contorno e formado pela

combinagdo de fungdes “: completo:
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=3 e, (4.1.2)

com residuo

r_:" —_rr] y] —}J - l:”’pr‘l:} ; _}lJ (4.1.2)
=1

1

que deve ser ortogonalizado com relagdo a mesma func¢do de aproximag¢do “ , isto é:

£, 0 .[..—'c.-‘ritfﬂ 0,% = 12,...n (4.1.3)

]

Se o operador ¢ linear, a equagdo acima produz um sistema de equagdes lineares do qual se

pode obter os coeficientes o:

£,y [ b A f;mﬁﬂ,'ﬁ,k 12,001 (4.1.4)

o iy

ou na forma matricial
Ao =p (4.1.5)

E claro que a func¢do de aproximagdo u; pertence ao espago H gerado pelas fungdes ¢, € H
Dessa forma, o Teorema de Lax-Milgram estabelece o critério de convergéncia do processo.
Antes de enuncia-lo, precisa-se definir o que € um operador diferencial limitado e um

operador diferencial coercivo.

Definicao: Um operador diferencial linear ¢ dito ser operador limitado se existe um 4 - ¢ tal que

| L v w < 1"r||1 ><|n-'|

3 L AT TERE =
|H gs  TVWE [1|

, 12 (4.1.6)
= [P+ v

Defini¢do: Um operador diferencial linear ¢ dito ser operador coercivo se existe um # > 0 tal que

2
‘ R SN L :"|r| » Wy e

=l

ﬁ‘ (4.1.7)
12
P+ v
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Teorema: (Lax-Milgram). Seja um operador diferencial linear limitado e coercivo; seja V um

subespaco de —. Entdo existe um Unico u; pertencente a V tal que
(4.1.8)

veEV

s —pyv =0,

€ mais,
(4.1.9)

veEYVY

s —pyv =0,

@ == ¢ arbitrario e u ¢ uma solugdo fraca - #« =p de comx € Q em —~ Q.

Onde

Defini¢do: A desigualdade (12.4.10) que aparece no teorema de Lax-Milgram ¢ denominada de

Lema de Céa:

0L
) < Zint o] v e oV
Exemplos
. du o
I Resolver a equagdo s 0 em [0,1] e comas condigdesu g =y 1 =0.

Solucao

Como a fun¢do de aproximacgao tem que satisfazer as condi¢des de contorno, tem-se:

3 >
x 1—x o, + Ly +oagxT

Seja como primeira aproximagdo u; =x 1-x a, +ay ,onde

L u —p, com ,
=x 1—x

.]"E.qu =0..¢
0

Logo
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Integrando, encontra-se:
71

f'tl E1

T

que gera

) ! 7
u, = x l—x | — + —x
9 4

Comparacao da Solu¢ao pelo Método de Galerkin e dos Momentos e Exata
x:=0,0+ 0.05..1

Solucao pelo Método dos Momentos y2(x):

Solugdo pelo Método de Galerkin yg(x):

Solucao Exata y(x):

v2(x) ==x-(1 —xj-r f+ 2){ 1 ve(x) i=x-(1 —x)-[ :+ L-x ] yv(x) =

649 649 369 41 ) sin(1)

S10(X)
—x
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0.08 , ,
// - ‘x h N
0.06 1= _:.':’ \ -
/ Y
) /

¥269) 0.04 |- / y

ye(x) / \

Jf;'. lL\'.
oo2 |- / \ -
/ -":
/ \
o ;'-‘ 1 | 1 | :
0 02 04 06 08
X

x= v2(x) = ye) = v(x) =
0 0 0 0
0.05 9.332-10 3 9.545-10 3 9.395-10 3
0.1 0.018 0.019 0.019
0.15 0.027 0.028 0.028
02 0.036 0.036 0.036
025 0.043 0.044 0.044
0.3 0.05 0.051 0.051
035 0.056 0.057 0.057
04 0.061 0.063 0.063
045 0.065 0.067 0.067
05 0.068 0.069 0.07
0.55 0.07 0.071 0.071
06 0.07 0.071 0.071
065 0.068 0.069 0.069
07 0.064 0.066 0.066
075 0.059 0.06 0.06

Encontrar uma solugdo para a equagdo de Poisson V'# = p com as seguintes condi¢des de contorno:

u a =ua =u —b =u b =0 ,emumaregido retangular [-5.6] %[ —a.a] -
Solucao:

Para mostrar o método aplicando diversos conjuntos ¢

P

, apresentar-se-4 uma solugao

polinomial e depois outra trigonométrica.
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Seja u = a . S T

Entio fu = éa x* —a V¥ —F
E ce=Viu-p=2ay -8 +2a x> -d - p.

Logo
e, = [ O d = 0Vk =12, .n
J

"B d = rr e.Sudxdy = I V2u — p| Sudxdy = 0
[fesan = ] fesisty= ] [

L] o

substituindo u na expressdo acima, sabendo-se que 1 —

7}l2“ vi=bt +20 3 —a —,u], a v —b x* —a® dxdy =0
a-b

p

¢ integrando, obtém-se o = = ———
@t + b

5
8

logo

5 2 > 2 2
= —[ p ﬂ] y -k x—-a
8la? + &

Seja entdo a solugdo polinomial determinada:
u = (5/8)[p/(a”2+b"2)] (x"2-2"2)(y"2-b"2).

Vamos considerar a=1, b=1 e p variando
a:=-10 b:=10

p:-10

x:-0..a y:--0..b
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312.5 i309.37800:i284.378262.5 i234.37200

£159.378112.5

309.37806.28

P97i281

.53

P59.87932.03:198

£157.78111.375

300

297

288

273

252

225

192

153
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284.37

P81.53:273

258

.7 8%

238.87

213.28

1l 82

:145.03:1102.37%

262.5

259.87

252

238

B87220.5

196.87

S 68

133.87

4.5

234.37

£32.03

D25

213

28

1196.87

575.78

150

1119.5384.375

200

198

192

182

168

150

128

102

72

159.375157.781153i145

.03

i133.87519.53{102i81.28 1

357.375

u
k X

=3

k

R

B- Seja agora 2a

contorno e pertence a um conjunto LI, isto ¢é:

funcdo que satisfaz as condicoes de
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y R—ﬂ: 'Tr;
f{:os[—r ]cos [j_l‘ ] - a‘sk
2a 2h J

a

Fazendo @ =
;  COsS

le__ ¥IET!
_"]CUS[J_}_
2a 2b

I , entdo o produto interno, € = ¢ = 0 ou seja.

f (.'}VQ U p {:} d*? (2

g}

Substituindo as expressoes das fun¢des dadas, integrando e resolvendo tem-se:

64a’b’p
oo 7'k k2?4 jla?

logo, a solu¢do procurada €:

- ZZ 64a’b’p .CcOS ke ]cos 7
T ' i 2b

|| wtkj. B*b? + b 2a

Seja entdo a solucao polinomial determinada:

. T (64-2-b2-p) R
| A A T R T T )

Vamos considerar a=10, b=10 e p=10 . Seja a solugdo em Mathcad abaixo:
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m :=3.141

Le4. ‘.P)

zZ Z
Ux,y = Y Y

i

I
7o J-kcoskk-n : ﬂ)-coskj-n EJJJ

| i Kb+ i a

(

k=1 j=1
0 1 2 3 4
0 32855 324 505 312.471 292 742 265 806
1 324505 320.51 308.624 289.139 262.534
2 312.471 308.624 297178 278.415 252.798
3 292.742 289.139 278.415 260.837 236.837
u= 4 265.806 262.534 252.798 236.837 215.045
5 232325 229.465 220955 207.005 187.958
(& 193.124 190.747 183673 172.076 156.243
7 149 168 147.332 141.868 132.911 120.681
8 101.539 100.289 a6.57 90.473 82.148
9 51.41 50777 48 894 45 807 41.592
10 0.015 0.015 0.014 0.014 0.012

— . Yy ol
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Uma solucao em Matlab ¢ dada a seguir para o problema b): com a=4; b=6 e p=5, com um

passo h=0.5, gerando 8 pontos na direcdo x e 12 pontos na dire¢do y.

function exempZb mg
% exemplo 2b do capitule 12 secac 12.4 métodeo de Galerkin ‘\nabla*Zu=p

% em uma regifo retangular {|-b,bl =z |-a,al}
% face simetria, soluclc em {10,kl x [0,al}
clo;

global a b p
disp('Valores Default: a=b=p=10"});

a = input ('Entre cocm a dimenséo x: ') ;
if a =0
a = 10;
end
b = input ('Entre cocm a dimenséo y:  ');
ifb=—20
b = 10;
end
p = input ('Entre com o terme independente: ');
ifp=—20
p = 10;
end
x = 0:0.5:a;
w = (B3l Balse
[~,~] = meshgrid(x,y);
[nx,~] = =zize(x");

[~ my] = size(y);
zZl = zeros(nx,my);
Z2 = zeros(nx,my);
for ix=l:nx

for iy=l:my
2l (ix,iy) = uxy(=({ix),y(iy},3);
22(ix,iy) = uxy(x{ix),v(iy),4};
end
end
zZl
Z2
figure (1) ;
subplet (2,2,1),
gsurfc(zl), title('ul = Aprox com 1 termo')
subplet (2, 2, 3}
surfc(Z2) ,title('u2 = Aprox com 2 termos')
subplet (2, 2, 2}
% contour (£21, 20, 'ShowText', 'on') ,title('contorno de ul')

contour (21, 20),
title('contornoc de ul')
subplet (2, 2, 4}
contour (22, 20) ,
title{"contorno de u2')

function [A] = uxy(X,¥,n)
auxl = g4* (a~2)* (b*2) *p;
A= 0;
for k=1:n
for j=l:n

aux2 = (p1td)*k*¥{ (K°2) * (b°2)+(372) * (a*2) ) ;
aux3 = cos (k*pi*X/ (2%a)) *cos (j*pi*¥/ (2%b));
4 =L + auxl¥*auxd/aux2;

end %for j
end % for k
% B(X, Y

end % function uxy
end
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u1 = Aprox com 1 termo contorno de u1

50 Y —
0
6
4 /
2 | | ""
2 4 6 8 10 12
u2 = Aprox com 2 termos contorno de u2
50 4
0
-50
-100 {_
8 é\ = N
4 S g 1012
2 o 4

c. Seja agora considerar o caso do fluxo num canal de profundidade unitaria quando a velocidade na

direcdo y € zero (v =0)

. . , L v . . . .
A equagdo de continuidade é: j_ + J_ =0 Como a viscosidade do liquido v = 0 apenas u — u y

Y 8
Para fluxo laminar confinado e conveccao forcada, a equacao de momento na diregdo x é:

9*u
an*

s oo p
Md_.'_\"ﬂ =_d_'p+]“_
ox ay Ox

P

Com =V =0 , logo
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0 ..“_P.”d“
gx T

integrando duas vezes em relagdo a y , obtém-se:

0_ dlu (J i original
7 v
h apy L d 1%integracdo em v
o y2 v
_hy dj - + i 2°*mntegraciio em y
arrumando se tem
u d{;
B 2_ dx EI E

que define o fluxo entre placas paralelas, chamado de fluxo de Poiseiville.

Usando o método de Galerkin, se tem:

k

!' jfx) +,u—4—]-c“ & =

Sendo u da forma # _ @sen( ¥/ h) entdo @ _ sm( vy /h) que levando a integral acima e realizando-

a, encontra-se:

4R o
wdu Ox

Que produz a seguinte fungdo

_4,}:’ apv sm{ y]
prj‘;: (b- h

Analise

Os métodos dos residuos ponderados apresentados sdo de dificil aplica¢do na pratica, por
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causa de que as funcdes tentativas precisam satisfazer todas as condigdes de contorno -
essenciais e naturais. As funcdes precisam preencher estes requerimentos porque utilizam a

minimizag¢do do erro para satisfazer a equacdo diferencial do equilibrio

Exercicios

1 - Considere a forma auto adjunto da equacao nao homogénea de Bessel
x*y"+y'+xI -1 *v/x) yleom 1 <x <2

comy 1 =y 2 = 0. Determine uma aproximagao de y pelo método de:

Galerkin
Colocagao
Momentos
Minimos
Quadrados

Compare as solugdes

2 - A extensdo de uma placa quadrada sob for¢a unitaria aplicada nas bordas, reduz a solugdo da
equagdo biharménica = V% = 0. Dado um quadrado de lado igual a 2, com as seguintes condi¢des de

contorno wy, =y, =u, =0ewu, =11-)*. Além disso, nos contornosx =/ ey =/

-

Viu  —4u ir.".rufr

a - Mostre que o funcional correspondente ¢ J = ]

1]

b - Verifique que as func¢des de forma apropriadas sao definidas por:

2 2 .2 3.2
P, xy X VoY 1 1,x%7

¢ - Use o método de Galerkin, com um tnico coeficiente e mostre que a solugdo ¢ proxima da obtida

pelo método de Rayleigh-Ritz:

) S 2
up xy = 004253 x* — 1 ¥y —1

3 - Para a deformagdo de uma viga sobre uma base eldstica em variaveis adimensionais €:

Harmony of Knowledge Exploring Interdisciplinary Synergies
Métodos de Aproximagdo nos Problemas Variacionais



v
s Ftu=l comu=u"=0 para deflexdo zero e momento fletor zero nas bordas x =0 e

x=1.

Escolha as fungdes de forma sin @y .sin 3mx  para achar uma solucdo aproximada.

d
dx
estacionario numa placa com condutividade k u e temperatura adimensional nos contornos de u 0 =0

du .
4 - O problema nao linear [ﬁ“}-d—x] 0 em 9=x =1 representa a condugdo de calor em estado

e ux =1Para k u =1+ui¢des de aproximagio de forma polinomial 1,xx*, calcule o residual e
a fungdo aproximada por cada método de residuos ponderados apresentado. Compare a solugao

o

encontrada com a solugio exata , y — 143y V° —1.

5- Seja determinar a deflexdo em um cabo de L = 10m, com g — 9,8 mlst, p= 1;@;/”, ,€ T —98N,

. —d _d
nas posigoes L/2 e L/4. A equagdo que rege o problema é: E(I i) —pg, 0=x<=L.

a - Use o método de Galerkin, usando ¢, a.x = q, Sinl’%] )

nx

b - Use o método de Galerkin, usando ¢ 4.x a, sin I T
b L

.| 3wy
o, sin| —| .

mx

L

Lad

wxX

¢ - Use 0 método de Galerkin, usando: &, 4,x = q, sin I—
2 L

_ [ _ | 57x ]
+ a5 sin taysmj—|.
- ’ L
6- No problema anterior, incluindo o termo devida a fundagao eléstica, a equacao fica

_ i(g’_% tku— —pg com k=24,5 N/m.m = rigidez da fundagdo. Use fun¢des de forma
ax ax

polinomiais do tipo ¢, = apx + -+ apxtn = 12....mmpare os valores encontrados com a solugdo

cxata: sen(L /2 — x / 2) + senh(x / 2)

senh(L /2)

1(x) 0.4,

Quando as fung¢des de aproximacao ¢ sao polindmios continuos por partes sobre 2 . Como na

definicdo do método seja o sistema de equagdes:

o= —p=0 4.2.1)
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com as condi¢des de contorno essenciais e naturais & u | =& & u ||. g re I', onde,
como ja visto acima, diferencidveis, etc.

Seja u; uma funcdo de aproximacdo que satisfaz as condigdes de contorno e formado pela
combinacdo de fungdes ¢; ertencentes a um conjunto linearmente independente e completo e mais,
sendo continuas por parte definida sobre Q2. Sem perda de generalidade, pode-se considerar Q = 0,1.
Seja entdo uma particdo %, -0 =%, <¥; <X, <X,,.; = lsubintervalo & = %1% nto

,de modo que i, =x; —x; 4 Q=0,= ¢ x |xeB

Pode-se mostrar que 2, € um espacgo vetorial finito de dimensao m cuja base ¢ formada pelas
"

fungdes & ; ;-

Figura 8 fun¢@o continua por parte em [Xi-1,xi+1]

@,
a X, X, X.., b
No processo normal, todas as
) (42.2)
i=1
com residuo
o= —p =[S ad 'I_f, (4.23)

que deve ser ortogonalizado com relagdo a mesma funcdo de aproximacao ¢, isto é:
&, & [ et dQ = 0¥k = 12,...m (4.2.3)

Se o operador ---¢ linear, a equagdo acima produz um sistema de equagdes lineares do qual
se pode obter os coeficientes ox:

st = [ @0, 6d2= [podQvik =12..n (4.2.4)
1] i
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Com
Byl f & ¢, o), Wik 1.2,...n

(9]
P o f pogdll, Wk =12, .n
LB

ou na forma matricial | A = p que pode ser resolvida por um método apresentado no volume 1 desta

obra.
(4.2.5)
T

s |u1 T
Av =p—1{ p ‘p by POy - PO, |
[ Mo N R < WY
) iy o] L T i
y ’1‘ ) ‘2L ] _ n> @2
('}1 H] f'.J:r Ol-" 1-'I;'J'r o {'.Jn H] I’I]:r

Quando usando a MRP em qualquer de suas variantes uma das coisas mais importante ¢ a
escolha adequada das fungdes de aproximacgdo. Esta escolha d4 a importancia e o poder do método,
em que as informagdes conhecidas do problema sdo incorporadas nas solucdes aproximadas. Em
aproximacoes de baixa ordem ou com uso de poucas fungdes de aproximagdao, uma boa escolha
influencia o resultado, no entanto, em casos de aproxima¢do de alta ordem essa influéncia ¢
minimizada sendo essa influéncia substituida pela ordem de convergéncia numérica desejada. Assim,
a taxa de convergéncia passa a ser preponderante.

Dessa forma, o passo inicial ¢ escolher um conjunto de fun¢des de aproximagdo que satisfaga
o maior nimero de condi¢des de contorno do problema, observando que esse conjunto de fungdes
precisa ser linearmente independente e completo. Em geral, os polindmios sdo completos e LI, pois
qualquer fun¢ao pode ser expandida em termos daqueles.

A condi¢do de completude do conjunto de fungdes assegura que a solugdo pode ser expressa
com um nimero de termos suficiente para tal.

Existem duas condi¢des imprescindiveis para a escolha adequada do conjunto de funcdes de

aproximacao: atender as condi¢des de simetria e as condi¢des de contorno. Se as condi¢des de contorno

sao do tipo z xy =f xyicdoe
M
zxy =fxy 4+ ay xy (5.1.1)
i1
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Onde ¥ = 0 ntorno. Essas fungdes, nos casos mais simples, podem ser polindmios que devem
obedecer as condi¢gdes de contorno e as condi¢cdes de simetria. Condigdes de contorno que incluem
derivadas precisam também serem obedecidas e ¢ conveniente combinar o residuo da equacdo
diferencial e de contorno. Tente sempre usar polindmios ortogonais € suas combinagdes para se ajustar
as condi¢des de contorno quer sejam de primeira, segunda ou terceira espécie, ¢ dao vantagens
computacionais quando se implementa, pela sua simplicidade. Fung¢des transcendentais podem
também ser usadas, mas em geral aumenta a dificuldade de programacdo e tem um custo
computacional adicional quando comparada com o uso de fungdes polinomiais.

Em problemas que sao dependentes do tempo ¢ conveniente expandir a solugdo em termos
espaciais de maneira que estas satisfacam as condi¢des de contorno

7

Z xt fx + SA, X, x (5.1.2)
i=1

As fungdes A; ¢+ sdo determinadas por métodos aproximados bem como também as condi¢des
iniciais.

Em problemas de autovalor do tipo

Lu+ AN u=0
Bii = 0, &= 1.,2,..,mnocontorno

(5.1.3)

Onde £ e A o operadores diferenciais genéricos. Na maioria dos casos se tem A/u=u . Em
geral, o problema tem uma solugdo apenas para valores discretos do autovalor ) . Neste tipo de
problema o objetivo ¢ aproximar os autovalores e autofuncdes, assim se expande a funcao de
aproximag¢ao em uma serie de fungdes cada qual satisfazendo as condigdes de contorno homogéneas

dada em (12.5.16):

n

u Ec-rur, By, 0 no contorno (5'1’4)
i=1

A fungdo de aproximagdo acima ¢ substituida na equagado diferencial para formar o residuo, 0

qual deve ser feio ortogonal em relagdo as fungdes de ponderagdo w, :

n

.
L| Wi, Lu; + A ow, My, ¢, =0
i=1

ou (5.1.5)

£:|A_ﬂ £AB, |e, = 0
i=1
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Este conjunto de n equagdes lineares homogéneas para as constantes c; tem solugdo nao trivial

se e somente se o seu determinante for nulo:

det A; +AB; =0 (5.1.6)

A equagdo acima ¢ um polindmio em A de grau n e tem n raizes as quais sao as aproximagoes
dos autovalores. Usualmente essas raizes sdo distintas e reais. Devido a equivaléncia aos métodos
variacionais o método de Galerkin ¢ o preferido para ser aplicado e porque sob ceras condigdes os

autovalores sdo estacionarios ou nao sensitivos a erros na aproximagao das autofungdes.
Exemplo
Seja o problema

V' AAL-x y =0 Sy 0 =y 1 =0 (5.1.7)

Este problema é complicado face o fator 1-x%; sem ele a solugiio exata é conhecida e ¢ dada

por

[

[
bt
a2

(5.1.8)

I
B

As fungdes acima (solucdo do problema sem o termo 1 — x>’ atende as condi¢des de contorno

e fornece uma boa fonte de fungdes de aproximacao; polindmios também sdo um boa fonte tais como

| x
y=cC, .~.m|? (5.1.9)
\2
" ';.' .| X
—y _IE] ¢y sin 3
Logo o residuo sera dado por
— 2 - | —
— ey —|1 ¢ sinf— )+ X\ 1—x2 ¢ sin i] (5.1.10)
2 2
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Fazendo o residuo ortogonal a fun¢do de ponderacao (que no caso do método de Galerkin, sao

as proprias fun¢des de aproximacdo sin % ) usando-se as propriedades do produto escalar, se tem

1
mE Find
£y ,8In —]] = f Vv sin —]d—" 0
[ o
["x] s1n3l ‘I ]d_r ,\.f 1-—x2 sin? “I]d_r 0 (5.1.11)
2 0 2 0 2
21
il r:-:in2 ~ ]d_r
21 =z
P A = 0 5317
f 1 x2 '-:m:[i dx
.0 2
Numa segunda aproximag¢ao utilizando-se (5.1.6) se tem
R
A, =— 217 12 fsin 21 Z sin 2 -1 2 dx =
, 0
— 21 5 ‘s_.;
1
B. — 2 g X g1 [ X
i { 1-x% sin 2i—1 & sin 2/ —1 dx (5.1.12)
1 1 i
2 n- 2; ~1 :
S i 1‘1/;_;‘1+1/s_;_12‘
5 , i = j

Escrevendo um programa em Matlab para a solu¢ao do problema:
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e PROBLEMA DE RAUTO VALOR Y"+\LAMEA (1-x"2)¥=0 —
S Y=c(I)SIN(PI.x/2)

S PELO MRE - GALEREIN: (W,Luj= 0

§ ======== det (R(3,i) + \lambdaB(j,i)) = O

e

clearvars; clc;
N = input ("Entre com N nimero de lambda=s & achar:"):
if N <=1
N = 2;
end
disp('Problema de Rutovalor'):
A = zeros (N, N):
E = zerocs(H,H):

for i = 1:N
for j = 1:H
if i == j
deltaij = 1;
B(j,i) = (1./3) - 1. / ((pi~2*({2*3j-1)"2)):
else
deltaij = 0;
parcl = 1. / (i-j)~2:
parc2 = 1. / (i+j-1)"2;:
parcl2 = parcl + parc2;
parcd = (=1.)"(j+i+1):
B(j,i) = parci*parcl2/pi~2:
end
Af{j, i) = —((2%j-1)2* (pi~2/8) ) *deltai];

end

end
syms lambbda
delta = det (A+lambda*B) ;
5 = solve(delta):;
raizes = vpa(s5):;
for k = 1:N
fprintf("\n Lambda %i = %f', 6 k,raizes(k)):

end

Executando o programa acima para N=2, 3, 4 e 5, por exemplo, temos o seguinte resultados

para as raizes 1j:

5.1253 45.5428 0 0 0
51222 38.6799 156.700 0
5.1218 39.6711 106.5614 296.5355 0

5.1217 39.6644 106.2795 206.4257 544.6093

Estes sao valores aproximados; os valores reais para os3 primeiros autovalores sao:

A =5122; A =3966; Ay =1063
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