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Este material de pesquisa sugere a exploragdo de
abordagens para lidar com problemas variacionais
por meio de técnicas de aproximagdo. Em contextos
matematicos, problemas variacionais envolvem
otimizagdo de fungdes, e os métodos de aproxiacdo
buscam encontrar solugdes aproximadas para esses
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problemas. Essas abordagens podem ser essenciais

em situacdes em que encontrar uma solugdo exata ¢ M¢étodos de aproximacdo, séries
desafiador ou impraticavel, permitindo a analise e infinitas, MATLAB, condic¢des de contorno.
resolugdo eficaz de questdes complexas por meio de

técnicas aproximativas.

Anteriormente (vide volume 1 desta obra) definiu-se funcional como toda fungdo numérica
estabelecida sobre um espaco linear £ . Poder-se-ia dizer também, que funcionais sdo as magnitudes
variaveis cujos valores se determinam mediante a eleicadoou escolha de uma ou de varias fungdes.

Este capitulo foi acrescentado a este volume para dar uma fundamentagdo mais fortequando
da apresentacdo dos métodos variacionais e energéticos.

Antes de se comecar a descrever o Calculo das Variagoes, serdo apresentadas algunsconceitos
e definicdes que se acredita sejam Uteis para desenvolver melhor o entendimento do objeto deste

capitulo.

Definicdo 1: Seja x — xpdenotar x se aproxima de xo pela esquerda e seja ¥ — X, denotar X se
aproxima de xo pela direita Se

lim f x = lim f x (1.1.1)

X g X —Xg

diz-se que fx ¢ descontinua em x o , caso contrario € continua em x o .

Definicao 2: Uma fungao ¢ dita continua por partes em um intervalo qualquer, se ela possui um numero

finito de descontinuidades no intervalo considerado.

Definiciao 3: Uma funcdo ¢ dita ser diferenciavel em xo se o limite existe. Ela ¢ dita ser diferenciavel
por parte num intervalo qualquer, se ela possui uma derivada a direita e a esquerda para todo ponto
interior do intervalo em considera¢do e, além disso, estas derivadas sdo iguais, com exce¢ao em um

nimero finito de pontos.

lim J(x) — flxg)

x—x X =X,

(1.1.2)
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v
v
Definicio 4: Seja a fungao V = J X%, ...%, onde cada variavel é funcdo de outras variaveis,
assim X; =XI uy,U,, .1, .Entdo a derivada parcial de v em rela¢do a uma determinada varidvel
u;i ¢ dada por:
P s b ¥ U .
AN (1.13)
f_jﬂi i=1 d.t;- dui_
Defini¢ao 5: A quantidade
dv
pxy +9 %Y il (1.1.4)
dx
) . . . dp Og
¢ a derivada dg / dx de alguma fungdo g xy de alguma funcao a = o Neste evento ,
: ‘ isto &
Ox dy
dg _ Oglxy)  Og(xy)dy
dx O v dx (1.1.5)
Definicao 6: Se
ng )|
I =1E)= j Flx.9dx (1.1.6)
k)
Entao
D1 @ =fix 9%~ fx0™ 4 xji)%r
c 22 & ?C’: I,C E’E (“)i)&- v (1.1.7)
XLE

o=
se, e somente se,

garante que Jf / ¢ £ ¢ uma funcao continua de € ¢ de x em [1'1 Xy ]No caso de x| e x2 serem

estritamente constantes, isto €, independentes de €, o lado direito da expressao acima se reduz ao seu

termo final uma vez que Ox, /(-)E = 0: l:jx’/('}g =0

Definicio 7: Para se empregar repetidamente a regra de integragdo por partes ¢ necessario e

suficiente que as fungdes f'e g sejam apenas diferenciaveis por partes no intervalo considerado
(1.1.8)

2, df = de
Tde =gfpr — | F=dx

jgdx gf|x1 J :

?.’1 ?.’1
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Defini¢do 8: Uma fungdo F x.x,,.. dita ser homogénea de grau n, nas

XX 112X g

variaveis X, .q1.---X, 4, S€, para uma constante arbitraria 4 , tem-se:

FoXy X oo X, X, g hXy n = W X000, X X Xy 4 (1.1.9)
Qualquer funcdo para a qual a expressao acima ¢ valida satisfaz o teorema de Euler:
X oF +...+x OF nF(x, .x X X ) (1.1.10)
"l._ Xman = - A T S R ..
ok, O,y
Defini¢ao 9: A condi¢do necessaria para um minimo (ou maximo) de uma funcdo F XyXgy ook, =0
em relagdo as varidveis x, = x,.x,,....x, ¢ que satisfaga as relagdes:
G Xl._xz,.,.._xn =Ck1vk= ].,2_.".,._N (1.1.11)
e
JOF
— =0Vi = 1.2,..,n (1.1.12)
ox,

M

~ + . . . , .
onde Cx sdo constantese F~ = F + Z NG ¢As constantes : A+, 2, introduzidas como incognitas
. . £=1 - .
e denominadas de multipiicaaores ae Lagrange, sdo calculadas juntamente com os valores de
minimizagdo (ou maximizacdo) de x;, Vi = 1,2....,npor meio de um conjunto de equagdes formadas

por (1.1.11) e (1.1.12).

Defini¢cao 10: A integral de linha de uma funcao f(x, y, z) desde o ponto P1 ate o ponto P2 ao longo
de uma curva C ¢ definida por:

(1.1.13)

00

I =1lim§S, = ]lf(x,y,z}ds
P

Onde S, = ZF (x,.5,.2;) AS, sendo AS, comprimento dos arcos da curva C entre os pontos

Xp_1Vp-1%k 1 e TgVe-Zr Aintegral (1.1.13) pode também ser representada na forma:

I :Lf(xx,y,zz}dx
1, = J;f(w:z)d:z (1.1.14)

I :Lf{x,y,z}dz
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Introduzindo-se equagdes paramétricas x —=x t .y =y f ,z =z t ondefcresce

na dire¢do do crescimento de s , pode-se calcular (3) pela integral definida

f'|
r d 1.1.15
I =jnxtrm’m,zuu +( }2 +( Pdr ( )
dr

i
Com 3‘1 < fg.

Um importante exemplo de integral de linha ¢ feita no sentido anti-hordrio sobre uma curva fechada
no plano xy . Neste caso o pardmetro t € escolhido de tal forma que no ponto |X # .V 7 | percorra
a curva C no sentido anti-horario quando t cresce de tl para t2 , A integral acima € igual a area

contida em C.

dx .
— — “F % (1.1.16)
J (xdy —ydx) = J (x v o )t

Defini¢io 11: A mudanca de varidveis x =x wy,w , y =y uv,we z —z yyw no cilculo

de integral tripla ¢ feita por:

ff F(x,v,z)dxdvd:z f[‘ff(.‘:'f W) ——
0

{Tz] 9‘.,'
d (1.1.17)

Nu,v,w)

’ ~ * e~ . ., .
onde /¢ a fungdo F expressa em termo de u,v,w sendo Q" ¢ a regido Q descrita pelas variaveis u,v,w e

onde |U X.V.z /f'.f' TRIRTY | ¢ o Jacobiano.

Definicdo 12: Se z = Z X,V :uma fun¢do continuamente diferenciavel de x e y, a area de uma

porcao da superficie representada por esta fungdo ¢ dada por

0z ’ " Oz ’ %dd'
ox) oy )| “F (1.1.18)

onde a integracdo ¢ realizada sobre um dominio Q do plano xy sobre o qual ¢ dada uma porcao da

superficie projetada.
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Seja QQ uma regido fechada e limitada no plano xy cujo contorno {2 consiste de finitas
curvas bem suaves. Sejam f* x,y e g x,y fungdes continuas tendo derivadas parciais em relagdo a
x e y continuas em algum subdominio contido em € . Entdo a integral existe ao longo de todo o
contorno )2 de Q , tal que esteja a esquerda quando se avanca na direcao da integragdo, isto €, a

integral de linha deve ser avaliada no sentido anti-horario.

I

de  Of o ‘
% —E]dxdy —§ fax + (1.119)

&}

Exemplo
Seja w x,y uma fun¢do continua com derivadas parciais de até segunda ordem continuas em um
dominio Q do plano xy , do tipo indicado pelo teorema 1.

- ow Ow

_ o — (1.1.20)
T=" 00 % T o

Sejam entdo ¢f / e Og / Odx existem e estdo contidas em Q. Seja o Laplaciano de w:

- ‘ 5 - 1.1.21
vlwzq_g_r:}_f=g+ﬂ ( )
Oc 9y ox? oy

O segundo membro da equacgao integral que define o teorema de Green no plano, pode ser

desenvolvido pela defini¢do de integral de linha, assim

(A O —
§ (e + gay) = f[,r“ﬁ +g_}}ds _ f[_““ ax O g (1.1.22)
a5 a0 ds ds a0 v ds ox ds

onde s ¢ o comprimento de arco de ¢} . O integrando da ultima integral acima, pode ser
escrita como o produto escalar de dois vetores:
ow . aw

Vw =grad w = —1 4 —Ii 1.1.2
£ ox (1.1.23)
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€
dy, dx .
s g (1.1.24)
isto é,
Uw.n— dwde Owdy (1.1.25)

+
ovds  Oxods

onde n ¢ um vetor normal a J{) , uma vez que o vetor tangente a )

B 8 R PR (1.1.26)
ds ds ds

¢ ortogonal a m, isto ¢ n . u =0 . Por outro lado, o produto escalar Vw-n =grad w.néa
derivada direcional de w na dire¢ao de n; denotando-se este produto escalar por - thw / dn e

levando as expressdes encontradas na formula do teorema de Gauss, se tem

f Viwd() = fﬁds = f Vwen ds (1.1.27)
S on :
9 XY an
Ainda, sobre a expressdo do Teorema de Green, se g = nP € f — —yQ , s¢ obtem:
ff[Pﬁ +0 ‘}"' ]dsz - ff[ ;ﬂgz + [ Pdy —Qax (1.1.28)
0 h &

que ¢ a férmula de integragcdo por parte para integrais duplas. Se na expressdo acima si fizer
1= 0P = d¢/0x:Q = I/ ¢ de moédulo andlogo como se fez acima, encontramos um

importante resultado do teorema de Green:

. dp Ny Dd N e
YV2hpd) = — ' d(l + —d
e

Usar-se-a duas formas do teorema fundamental do célculo, a primeira para o par funcao-

gradiente e a outra para o par gradiente-Hessiano.

Harmony of Knowledge Exploring Interdisciplinary Synergies
Calculo Variacional ou das Variacoes



Lema 1¢: Seja f'duas vezes continuamente diferenciavel ~ f € €2 x  na vizinhanca de um

segmento de linha entre os pontos { € x = ¢ + £ R ; entdo se tem

1
fx =1 &+ [V gtteedr
L (1.1.30)

1
Vix =gx =Vf ¢ +[.V?‘f£+a‘e edt

Lema 1°: Seja f'duas vezes continuamente diferenciavel FeEC X pa vizinhanga de um ponto

¢ € [R” entdo para h € R" com Hh H < 1 suficientemente pequeno, se tem

1
fx+h =f ¢ +VF ¢ h+5hrvzf ¢ +o |nff (1.1.31)

1 2
=f ¢ +g En+-0H ¢ 4o |n|
Neste ponto seria bom o leitor fazer uma leitura do capitulo 2 do volume 1 desta obra

(referencia [4]), especificamente nas se¢des 2.6 a 2.8. A seguir apresenta-se, a titulo de recordacao,

algumas defini¢des j4 estabelecidas na referéncia supracitada.

Definicdo 13: Seja um conjunto S C Rz, um subconjunto x C 5, e [, e o conjunto dos niimeros

reais. Define-se funcional f'sobre X aomapeamento f: X — R Logo funcional ¢ uma func¢io

numérica cujo conjunto de valores de f ¢ dado por Ry:

R.= keR|fx =k .x€X (1.1.32)

Neste capitulo ter-se-4 sempre 5 = R”™ o espago vetorial de n dimensdes. Assim, um tipico

elemento de § ¢ [R» € escrito da seguinte forma:

=
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Defini¢io 14: Para vizinhanga de x com raio ¢ como um subconjunto Vv S , dado por:
Vxe = veR|0<|x—y|<e (1.1.33)

Onde I.I denota a norma do espago Euclidiano definido para todos os x € R* por:
1
M 2
- |50

i=1

Definicdo 15: Seja um funcional f definido sobre X C R? . Entdo ¢ ¢ ¥ ¢ um minimizador local

de f'se existirum £ > 0 tal que

& <fx., eV &L NX (1.1.34)

Se f& <fx.VxeV L NXx = £ entdo £ ¢ um minimizador forte local de / De forma

similar pode-se definir maximizador local e maximizador forte local.

Defini¢io 16: (minimizador global). Seja um funcional /' definido sobre ¥  R». Entdo § € X éum

inimizador global de f'se existirum & > O tal que

f & =fx.,VxeX (1.1.35)

Definiciio 17: (Gradiente). Seja f € C! x Entdo o gradiente de fem X € X ¢ o vetor dado por

g x? = VfT :[df/d‘tl df/d‘tz df/dxnj (1.1.36)

Sef ¢ <f x ,Vx € X.x = ¢ entdo £ ¢ um minimizador forte global de 1.

De forma similar pode-se definir maximizador global e maximizador forte global.

Analisando o comportamento do funcional quadratico na vizinhanga aberta (bola aberta) de
um minimizador local § utilizando-se como ferramenta basica a expansao de Taylor sobre &, ver-

se-4 apareceram duas entidades dependendo de que o funcional dado pertengaa C ! X ou C 2 X —
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onde C ™ X representa o conjunto dos funcionais para os quais as derivadas parciais de ordem < m

existem € sdo continuas em ¥ ¢ RB».

A primeira entidade é chamada de gradiente (definido por Vf x €C! X )easegundaé
denominada Hessiano (H x = V*f x €C? x).

Definigdo 18: (Hessiano) Seja f € C? ¥ . Entdo o Hessiano de fem X € X ¢ a matriz simétrica

dada por

1

H x =V3f=[h

i

o hy = 8 [0x,0x, (1.1.37)

=17

Ou ainda

(‘Pf/(‘)xlr‘)xl E)Qf/(‘}xlfjxq fﬁf/fixlfixn
Of [ox0x, 0 [ox,ox, o TS [0x,0x,

Pf /a.xn Or, O /a.xn O, i /a.xm Ox,
A expansao de Taylor do funcional f'sobre x , € convenientemente expressa:
Se f €C'ter-se-a

fx+h =fx +g" xh+o |hf (1.1.38)
Se f €C*X, por

fx+h =fx +g x h+'h7H x h +o |nf (1.1.39)

Observar que de uma forma geral, se f € C™ X , ter-se-4

m—lsz Tm
fxsry =5 FF my +—f" x+0ryy
iy k! m!
, m (1.1.40)
m d d
Foomy =4yt —| X
dx, Ox, X,
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Definicdo 19: Seja / € C ' X . Dizse que ¢ estacionarioem § € X se tivermos o gradiente
neste ponto nulo, isto ¢, g £ = 0 .Isto € equivalente a dizer que se em um ponto qualquer de um ¢ € ¥
funcional f € C! X o gradiente (primeira derivada) é nulo, entdo em & € X se tem um ponto

estacionario.

Teorema 2: Seja  J € C' X .Se& € X ¢ um minimizador local de f, entdo f¢ estaciondriaem £ € X

Prova:

Em fx+h =fx +g7 x h 4o ”h ,colocando x =&e h=—ng £ ...h € R,entdo
fx+h =f ¢ — r,a”g ¢ ”2 +o ”h” . Assumindo que f'ndo ¢ estaciondrioem & —g £ =0
, entdo para valores de n suficientemente pequenos se tem que —u”g § H2 +o ”h” <0 ,ou

sejaf x+h <f £ ,casoem que ndo pode ser um minimizador local .

O teorema 2 acima ¢ uma condi¢do necessdria, mas ndo suficiente para que . { seja um

minimizador local. A condi¢do suficiente é dada pelo teorema a seguir:

Teorema 3: Seja f € C! X e sejafestaciondriaem & € X.

Entdo £ € X ¢ um minimizador forte local de f'se a matriz do Hessiano H & for positiva-definida

(SPD)
Lembrem-se que se aprendeu na Algebra Linear que as condigdes necessarias e suficientes

para que uma matriz A simétrica seja positiva definida sao:

I xTAx > 0,¥x =0

2.VN =eig A — A >0

3 Todas as submatrizes superiores Ax de A devem terdet 4, >0
4 Todos os pivot’s di (sem troca de linhas) tem que ser - d, > 0
Prova:

De fx+h =fx +g’ x h—!—%th x h +o Hh”z,assumindo que o gradiente é nulo

g £ = 0sitem
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a4 ™

Fern =1 ¢ +SEhr i o (bf
=1 O i Qo (B )

Como por hipotese H £ ¢ positiva definida, entdo existe um namero positivo )\, (que pode ser dado

(1.1.41)

pelo menor autovalorde H £  tal que

2

h7H ¢ h > )\|b[, vheRr.

+h =7 ¢ +1x|n[ +o |uff

st

Assim, [ e a sua parte direita nrecisa ser positiva para
valores suficientemente pequenos de ” h” ,dondesetira f £&+h >f & emalguma

vizinhanga de & .

Outra forma do Teorema 3 anterior é:

Teorema 3% Seja f € C' X e seja festacionaria em & € X.

Entdo ¢ € ¥ ¢ um minimizador forte local de f'se o gradiente g £ = ( e a matriz do

Hessiano H ¢ for positiva-definida. Seja entdo , ¢ R" pelo teorema de Taylor, para pequenos

valoresde ¢t € R, de formaquef ¢ +th —f & > 0,logo:

f&+th =f & +tgT € h+12hTH £ h 4o £
T

g’ & =Vf ¢

H ¢ =V

TE 7 ¢ (1.1.42)
— g’ ¢ h+§rEhTH Eh+ot >0
Set =0 eh =—g £ se obtém: ”gé”l=0=bg£ = 0, logo
$PhWTH § h >0 h'H ¢ h>0.,vhe R

¢ & escalar

Pode-se definir analogamente o caso de maximizador local de /', assim, se ¢ ¢ ¥ € um

maximizador local, entdo ¢ € X precisa ser um ponto estacionario, € se h ¢ for negativo definido

ele sera um maximizador forte local.

E facil mostrar que se ¢ estacionario, entdo

1.se H & tiver autovalores positivos e negativos, { nao ¢ nem um minimizador localnem

um maximizador local;
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2.se H & ¢épositivo (negativo) semi-definido ele poder ser ou ndo ser um

minimizador (maximizador) local.

Figura 1 representag@o e maximo e minimo

xaxis Sf(x.y) = (3 =30/ +x?

Definigdo 20: (derivada direcional). Seja f e C™ x , x € X C R» eseja ¥ € R" onde

H y” = 1 A derivada direcional de m-ésima ordem de f'em x na dire¢do y ¢ dada por:

_d”’f X+ 7Y

7 X3¥
4 : drm (1.1.43)

A derivada direcional de f pode ser calculada pela regra da cadeia de diferenciacdo: assim, sendo se f

fect x sitem

U ox3y zix F TV, TV, X, TV

Y = e, 1) nt | (1.1.44)

n I3

d

:Zf— 1Ko Xy Yy —g’ xy

— .

Se f€C? ¥, sitem
P xmy =yHx y (1.1.45)

Reescrevendo a expressdo de f ! x3;y usando-se a desigualdade de Cauchy- Schwarz

(‘ xTy‘ < ||x”||y . Vx.y € R") setem
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pb oy [ s | =g x o] <la x 1ol

v =

mas Hc. | =1le Hgir X H = Hg X ” — (1.1.46)
o x|~ x | =0 =g x e x|

Onde 7 é a diregdio y em que f ! x; y é maxima.

Em outras palavras: f! x; y =0 em todas as dire¢des y se e somente se £ X = 0 ,isto ¢, se o

ponto x for um ponto estacionario de f .

De modo analogo: f2 x; y para todas as direcdes y se e somente se H x >0 (amatiz Hessiana é
positivo-definido).
Estas conclusdes permitem que se enuncie dois teoremas fundamentais (que nao serdo demonstrados

aqui).

Teorema4: Seja feC! ¥ .Se, ¢ € x for um minimizador local de f, entdo /! x; y =0 em

todas as direcdes y .
Teorema S: Seja  f € ¢? x - Suponha que para algum ¢ € X setenha f €C 'x =0
em todas as dire¢des y . Entdo & € ¥ & um minimizador forte local de f se 1 Xy >0

em todas as direcdes y .

Defini¢do 21: Seja f definido sobre X C R" e seja kK € R | onde R é um intervalo de f; Entdo o

conjunto

Usando o Matlab para gerar curvas de nivel, pode-se escrever (por exemplo):

% plots de uma fungloc de 2 wvariaveis
x = —2:0.1:2; v = -1:0.1:2;

[X Y] = meshgrid(x,v);

Z = ¥Y.%exp(—(X."2 + ¥."2));

meshe (X, Y,38), ...

title("Mesh/Contour Flot'),xlabel("x"),...
ylabel ("y"),zlabkel("2")
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Figura 2: curvas de nivel gerada pelo matlab
Mesh/Contowr Piot

05.

.9“
AN
-qmﬁg\%\\

Um fato conhecido ¢ o de (£ e se  pertence a uma superficie (ou curva) de nivel Lk, entdo o
vetor gradiente Vf x ougx ¢ perpendicular a Ly em & e em todos os pontos em que a diregéo do

funcional aumente mais rapidamente .

Portanto, gradientes proximos a um minimizador forte local aponta para fora enquanto que

aqueles proximos a um maximizador forte local apontam para dentro.

Em geral, os métodos numéricos para achar um minimizador local forte de um funcional sdo
mais ageis quando as superficies de nivel na proximidade do minimizado sdo esféricas e sdo mais
dificeis quando elas mostram uma acentuada distor¢do da forma de uma esfera. Se define a medida de

distorcao de Lk da forma esférica (forma esférica perfeita: Dx= 1) como a quantidade

sup ¢
o JTY i o — (1.1.47)
ces, | inf ||x — g”
xd;

Onde Sk ¢ o conjunto de todos os pontos interiores a Ly .

Equation Section (Next)O célculo variacional visa fundamentalmente investigar os maximos e
minimos dos funcionais e se assemelha bastante a investigagdo de maximos e minimos de funcdes.
Portanto, neste item, procura-se introduzir os conceitos fundamentais e as principais propriedades do
método variacional.

Um funcional € representado, em geral, por uma integral do tipo:
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b
Jf =f1 foeoox dx 2.1.1)

Defini¢do 1: Denomina-se varia¢do ou incremento 4f do argumento do funcional J f*, a diferenga
entre duas fungdes f/ x e f0 x, pertencentes a uma mesma classe de fungdes M , considerada para o

funcional J f :

of =1 x —f x (2.1.2)
Para uma classe de fungdes de Ci [mb ] , isto é, k vezes diferenciaveis, obtém-se

2.1.3
sf © =of" (2.13)

Definigdo 2: Diz-se que as fungdes fi x e fo x definidas em um intervalo [a, b] sdo proximas de ordem

zero ou nula se no intervalo de defini¢ao tem se
6f| =|f x —f x| <<1 (2.1.3)

De uma forma geral, diz-se que estas func¢des sdo proximas de ordem k, se:

6f| =1« —f x|<<1
o= x =4 x| <<t

y , (2.1.4)
‘ﬁf‘: i x —f, x

<< 1

o] =[7F v —h" x |<<1

e assim se f1 x e f0 x forem proxima de ordem k, elas sdo proximas de qualquer ordem Jj < £.

Definigéo 3: Denomina-se distancia entre:fy x ef, x C [a,b] ,com x € [a,b]

a métrica definida nesse espago por:

p fofy = m ‘flx —f, x (2.1.5)
a<x <h
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Generalizando, denomina-se distancia de n-ésima ordementre £, x e fix = C, [a. 5]

com x e [g,b] ao maior dos maximos das expressdes do tipo

max |f,° x —f" x |[Vk=12...n (2.1.6)
a<x <h
ou ainda
Py Toofy = max | max flk X —ﬁf x (2.1.7)
O<k<n la<x <h

Definicdo 4: Denomina-se €-vizinhanca de n-ésima ordem (ver item 1.3.6) da fung¢ao fo x com
X € [a,b ] ao conjunto f; de fungdes cuja distancia de n-ésima ordem delas a fox sejam menores que

€:

, fhox i x <&
P fo X LS (2.1.8)

Se a €-vizinhanca ¢ de ordem zero, diz que ela € uma €-vizinhanca forte de fo x enquanto a €-

vizinhangas de primeira ordem ¢ chamada de €-vizinhanga fraca.
Defini¢do 5: Um funcional J fdefinida em uma classe M de fungdes, se chama continuaem > = «x
no sentido da proximidade de n-ésima ordem, se qualquer que seja o nimero € =~ 0 | existe um
nimero ¢ > 0, tal que a desigualdade
Jf —Jf |<¢ (2.1.9)
se cumpre para todas as fun¢des admissiveis fx , ou seja, para todas as funcdes de satisfazem as

condicoes

(2.1.10)
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Em outras palavras, tem-se ‘—J Ff—J f ‘ < sisempre que

f. < &
w1 @.1.11)
Exemplo:
1
— 7 Ty
Demonstrar que o funcional J(F) = f O o 2y Jax considerado no espaco Ci[0,1] ¢
0
continuo na fung¢do f* x=x no sentido da proximidade de primeira ordem.
Solugdo: Seja = = 0 e demonstraremos que existe um numero & = 0 tal que
‘J Fo—Jf ‘ <e
a)
sempre que
fx f*x|=|fx x|=|].-‘ x|-¢:f§
I ?ﬂ* I — . pum— H J
fx —. x| |fx l| |} l|-:‘::’l b)

Assim

1

1 1
| () —J(x) = f,v Sy x —2 dx «::va x |dx ssz;f 1|ax
| 0 "0

0

Seja entdo & = £/3. Logo para todas as fungdes f x & C, ’{}I:l] tais que as condicdes b) forem

satisfeitas com & = #/3 a condi¢do (a) também sera satisfeita, isto ¢

1 1
JF) —J(x) gfly x |dx 12]@ 1|a’x=§ ;z_;_'=_
1] 1]

Defini¢ao 6: Dado um funcional J fdefinido sobre uma classe M de func¢des fx , a magnitude:

AT =AT f =J f+6f —J f (2.1.12)
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se denomina incremento funcional correspondente ao incremento §¢ do argumento.

Defini¢ao 7: Se o incremento funcional Ay deJ fpode ser representado na forma

AT =L fx.& +03Fx.& |&] (2.1.13)

onde L ¢ um funcional linear em relagdo a §¢ & 0 quando || ,J:-f| » 0, entdo o incremento linear
emrelagdo Of isto é,L f x, &f se chama variagdo do funcional e se representa por 47 . Neste caso

si diz ser o funcional J fdiferenciavel no ponto f'x .

Defini¢ao 8: Seja um funcional linear J f,x dependente dos elementos f x e x

b
J=J fx =[1fx ax (2.1.14)

Defini¢ao 9: Diz-se que J ¢ uma forma bilinear se ele ¢ um funcional linear em relagdo a f para x

fixo e um funcional para x com f'x fixo, isto ¢

J f, 00, +-Ix1 =af fx + 25 fux, (2.1.15)
Joaff+ 8fHhx =aoJ fix 4+ AT fix

Defini¢ao 10: Um funcional linear J x,x dependente dos elementos x e x , isto €, uma forma bilinear

com f* x=x , ¢ chamada de funcional quadratico.

Defini¢do 11: Um funcional quadratico ¢ dito funcional positivo definido se J x,x > 0 qualquer que

seja o elemento x diferente de zero.

Defini¢do 12: Um funcional linear J f definido sobre um espaco linear normado tem segunda

variacao se o0 seu incremento

AT =J f+o6f =T f (2.1.16)
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pode ser representado na forma
AT =L of +2L of +po|orf @.1.17)

onde L; é um funcional linear, L, um funcional quadraticoe 3 ., gquando ||,A|| . () Ao funcional

L, &f se denomina segunda variacio ou segunda diferencial do funcional J f'e se designa por 8T

Estudar-se-4 os funcionais quadraticos com mais detalhes numa se¢do mais a frente.

Defini¢ao 13: Diz-se que um funcional J f alcanga seu méximo na fungdo fo x se os valores que

toma o funcional J f'em qualquer fungdo proéxima de fo x ndo sdo maiores que J f , ou seja,
AT=J fx —Jfx <0 (2.1.18)
Como AJ <0 — AJ = 0 « f = fi diz-se que J falcanga 0 maximo estrito

para a funcdo fo x . Analogamente se define o minimo do funcional em uma fungao fo x , quando

AJ = baratodas as curvas proximasafyx .
Exemplo

. 1 - - y . . ~
Demonstrar que o funcional J f = r x* + p* dx alcanga minimo estrito na fungdo y x = 0.
0

Solugdo: Qualquer que sejay x & ’ﬂ,l] tem-se

1
AT = J(f) —J(0) = f(xﬂ b 1)y f(xﬂ - 0Ndx = f}ﬂdx >0
1]

E além domais, AJ =0 < v x = 0.

Defini¢do 14: Diz-se que um funcional J falcanga seu mdximo relativo forte na fungao fo se

J f <J fu emtodas as fungdes admissiveis f pertencentes a uma e- vizinhanga de ordem nula da

fungdo fo. Analogamente se define minimo relativo forte de um funcional quando J f° =J f;

Defini¢ao 15: Diz-se que um funcional J falcanca seu mdximo relativo débil ou fraco na fun¢ao fo

se.J f <.J fem todas as fungdes admissiveis /* pertencentes a uma e- vizinhanga de primeira

ordem da func¢ao fo. Analogamente se define minimo relativo débil ou fraco de um funcional quando
Jf =Jf
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Os méximos e minimos (fortes e débeis ou fracos) de um funcional J fse denominam
extremos relativos. O extremo referente a totalidade das fungdes em que estd definido o
funcional ¢ chamado extremo absoluto.

Todo extremo absoluto ¢ ao mesmo tempo extremo relativo forte e débil, porém nem

todo extremo relativo sera extremo absoluto.
Exemplo

Seja o funcional J f = f y? 1 —3" dx, no espaco de fungdes ¥ =f x €C, [U: 7, que
Jo 4

satisfazem as condigdes v 0 =y 7 =0.

No segmento [CL ﬂ] do eixo dos x tem minimo débil de J £, isto ¢,/ f =J f; em uma -

vizinhanc¢a de primeira ordem. De fato, tem-se J — 0 se ¥ = 0, por outro lado, as funcdes

.. . . i . ,
pertencentes a ¢- vizinhanga de primeira ordem, se tem |[¥'| << 1 de modo que o integrando é
positivo paray = 0 e por conseguinte, o funcional se anula somente se¥ = 0. Isto é, o funcional

alcanca minimo débil na curva¥ = 0.

Teorema 1: Condicao Necessaria de Extremo de Funcional. Se o funcional diferencidvel J falcanca
seu valor extremo em uma curva f = fj , sendo fo um ponto interior do campo de definicdo do
funcional, entdo em f = fi se tem

o f =0 (11.2.19)

As fungdes para as quais &7 = (), denominam-se funcoes estaciondrias.

1. Determinar a ordem de proximidade das curvas abaixo:

HX

e ¥ x =0¢ [U,E,—;;
nt +1 ]

yx = cos[

2. Determinar a distancia entre as curvas abaixo:

vy =x"7" e x =0€[02]
uy
vx =gsen 2x e ¥ X — 0 D:;'
3. Achar a distancia de primeira ordem entre as curvas ¥ ¥ = 1ln xe =x no segment0|£ lLe |
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4. Analisar a continuidades dos seguintes funcionais:

Jfx =fx; —fx eC ’.:1,.:5] AX E ’aj;}no sentido de proximidade de ordem nula.
1

J fx = f |[v'|dxy € ¢ [0.1], no sentido da proximidade de ordem nula e de primeira ordem.
0

5. Analisar se sdo diferenciaveis os seguintes funcionais:
Jfx =fa eClab]
Jfx =fa EC][(LEJJ
Jfx =|faleClab]

6. Para os funcionais abaixo determinar, nos espacgos correspondentes, suas variagoes.

b
J fx =fx+}-‘dx
a

X
J fx =f].-"32n ¥ dx
0

Seja o funcional

b
TN = [1¢f £ 308 (112.20)
df . .y :
Onde f & [a,b] M = o [= [a,b l O problema elementar do calculo variacional consiste em achar
x
a funcdo que oferece extremo débil ao funcional (11.2.20) e que satisfaga as condi¢des de contorno:
f L — ft‘:l:
fb =1 (11.2.21)

Seja fx , por hipotese, a fungdo solucao do problema, e seja £ x outra funcao a qual difere de f'x certa

quantidade:

6 x —enx (11.2.22)

Onde h x €C, [a,b ], e € um parametro que varia continuamente, e 7y x ¢ uma funcdo arbitraria que
satisfaz as condi¢des de contorno abaixo:

na =nb =0 (11.2.23)
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De (11.2.22) e da figura abaixo, tem-se
hx =fx +enx (11.2.24)

Dessa forma, pode-se reescrever o funcional (11.2.20) para a fungdo % x, como:

y (11.2.25)
Iy = [1 hhx dx
FIGURA 2.1
Onde de (11.2.24) vé-se
Lo On _of | (11.2.26)

* ok i e

Como o valor do funcional J varia continuamente com =, pela formula de Taylor, pode-se

desenvolver J , assim

aJ 1,84 (11.2.27)
Jh =Jf +e22| 4225 4.
del_g 20 97|,
ou na notagao variacional
1 5 11.2.2
Th =T f 487 F 4587 x fo (11.2.28)
o ) 2, P
Onde &J f =E£- e o J f o= —
d=| =" | _g
Sabe-se que a condicdo de estacionariedade de um funcional € 4 # = 0O ou U}TJ =0 .Logo,
e |
diferenciando (11.2.25), tem-se: =0
: flar ar (11.2.29)
de)__, de Oh Oz Oh, O
a - 4 ==
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De (11.2.23) e (11.2.26) tem-se que
oh (11.2.30)

Levando-se (11.2.30) em (11.2.29) encontra-se
i
:_ If EI'H__” ]a’x

oI oa (o oI
onl_, of oh, |, Of,

—j o +f-;_1 (11.2.31)
af " '

Pois l

Integrando por parte o segundo termo da equagdo (11.2.31), se obtém

['ffi] _ fl Oy a_fu" Y (11.2.32)
de ).y f}f dx Of, af.
O ultimo termo do segundo membro de (11.2.32) énulo vistoque 7 a =17 & =0 oqueé

verdadeiro e valido para qualquer e todas as fungdes admissiveis. Assim a equagao (11.2.32) torna-

S¢.
o7
[] f[df Er?’]’d" °

Enuncia-se agora o Lema Basico do Calculo Variacional:

(11.2.33)

Lema: Seaeb b = a sdo constantes fixas e G x ¢ uma funcdo continua pertencente a C a,b e se

b (11.2.34)
f]‘j ¥ G x de =10

a

para toda func¢do continuamente diferenciavel 1 x que satisfaca as condi¢des 7 a =n b =10
pode-se concluir que G x — () paratodo o intervalo @ < x < b,
Do lema bésico e de (11.2.33) vé-se que

ar  d (11.2.35)

df  dx

i
df
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que ¢ a equagdo de Euler ou ainda de Euler-Lagrange. As curvas integrais da equacao de Euler se

denominam extremos ou curvas de Lagrange.

Teorema 1: A condi¢ao necessaria para que o funcional

b (11.2.36)
J{f}:ff fifox dx

definido no conjunto C,; [a,f;n] e que satisfazem as condigdes de contorno f; = fae S, =f§
alcance seu valor extremo na funcdo f x ¢ que esta funcdo verifique a equacao de Euler-Lagrange

(11.2.35):
i ail ¥
or al_,

af  dx|of,

Esta condi¢ao € necessaria para o extremo débil; mas como todo extremo forte ¢ também ao mesmo
tempo débil, qualquer condigdo para o extremo débil também sera condi¢ao para o extremo forte.
Exemplo: 5
Seja o funcional J f = f v 2xy dx v 1 =0Ay 2 = -1,

1
A equagdo de Euler-Lagrange serd: v" +x = 0. Resolvendo a equagdo diferencial (eq. de Euler-

Lagrange), tem-se

!
¥V ==|—
6

Usando-se as condigOes de contorno, encontra-se, v = G e =0,

4 X <4 A

. - X b
Por conseguinte, o extremo pode ser alcancado na funcdo: v = [EJ 1 —x*

Achar a equacao de Euler-Lagrange e a fungdo em que o funcional dado pode alcangar

extremo, para:
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I f = [ f2aftax  fO =“f“fl§]="

2.7 f 3x—f fax o f 1 =1af 3 =4

ted |

Il
.—-':—_._= Lay m:—_1u| ]

3.7 f =j‘f*-’- Ffrde s f 0 =F 27 =1,
[

Teorema 2: Seja f x solucdo da equacdo de Euler-Lagrange. Se a funcdo I x.f.f. tem derivadas
parciais continuas até segunda ordem inclusive, entdo a fun¢do f — f x tem segunda derivada
continua em todos os pontos x,y para os quais

I

of?

=N

. (7
Teorema 3: (Bernstein). Se na equacio f, =1 x.f.f, as fungdes / ‘— forem continuas em todo

df

ponto finito x, f, para qualquer valor finito de £, e ainda exista uma constante £ > 0 e funcdes
a=w«a x,f >0 (11.2.38)
B3=0xf >0
limitadas em qualquer porgao finita do plano, tais que

. 11.2.39
o _ I, >k ( )
of

|f | < 0 }: 1ep

entdo, por dois pontos quaisquer do plano x).f| e x,.f, de abscissas distintas x1 = x, passa uma e

somente uma curva integral f = » x de (11.2.39).

Exemplos
1. Demonstrar que por dois pontos quaisquer do plano de abscissas distintas passa uma Unica funcao

extrema do funcional

J) e (12 Ddx

A equagdo de Euler para o funcional acima é: ¥” =2y 1 +¥"que esté no formato (11.2.37) do
q p

Teorema de Bernstein, logo se pode aplica-lo. De fato, tem-se:
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fo =1 xy0' =2 143"

O L 1 — 91497
ar oy ¥

Na expressdo de 1, vé-se que qualquer que seja o valor de ' 32 ¢ positivo, logo I, 22=k.Além

disso, j| = |2}= 1437 | < 2|}f‘| + 2|}= |}= 2. Comparando com a segunda expressdo de (11.2.39) do

Teorema de Bernstein, vé-se que:
= 2|_}-‘| =0
3=2|y|>0

e que também satisfaz a condigdo (11.2.38) 8, passa uma unica fungdo extrema xy i

Jy.

2. Demonstrar que ndo existe extremo do funcional f(3) = [ T m dx que passe por dois
pontos quaisquer do plano de abscissas distintas. .

Solucao

A equagdo de Euler para o funcional dado tem a forma:

"
F

}"H=2}f'11}"“2 .'IIr

Analisando a expressdo acima, vé-se que se pode aplicar o teorema de Bernstein, ja que a expressao
cumpre a condi¢do (11.2.39) extrema do funcional dado.

Assim, sejam dois pontos quaisquer, por exemplo, .0 e ]/12_ Reescrevendo a equacdo de Euler do

funcional dado, fazendo y' = py " = pz:ﬁ :
iy

d 3L

dv

N 32 )
Separando as variaveis tem-se: p 1 4 p* / dp = 2vdvque integrando se tem

12 142
14pr 7=y —C = C - 1+p?f=1

de modo que

1
QE_C'—}.'E III—C—}-'E ’é

dy

onde C ¢ uma constante real. Separando as varidveis e integrando de (0,0) a (1/2, 2), obtém-se:
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c }-‘2 ]

d
J1—(C =¥ ’

Analisando a expressao acima, vé-se que qualquer que seja C real, o denominador sera
complexo em certo intervalo @, < 0,2 da variagdo de y . Logo, a igualdade ¢
impossivel. Isto quer dizer que ndo se pode tragar nenhum extremo pelos pontos considerados, logo,

falha aqui o teorema de Bernstein.

A equacdo de uma elipse ¢ conhecida por ser derivada da condi¢ao de que a soma das distancias de
qualquer ponto A sobre ela a dois outros pontos fixos F+(x1=-¢, y=0) e Fz (xa=+c, y=0) € constante.
Ache a tangente e a normal a uma elipse num ponto A qualquer. Ache os angulos entre as linhas FiA,

F2A e a normal no ponto A.

Seja agora determinar a equagdo de Euler-Lagrange para o funcional do tipo

b (11.2.40)
7= [1 ffofox &
onde f.f, .1, sdo as variaveis dependentes. Seja entdo
fi=fa (11.2.41)
So=fb
JSa=F a
fo =1 b

valores conhecidos. Aqui, neste caso, nio apenas 1] (OU §f = =17)é zero em a e b, mas também

n (O, = en) ¢ nulo nos pontos de contorno, entao
9T 4 o (11.2.42)
f
oJ = —of 4 f”f f——&8f |dx =0
f[ x df;x xx
sendo #f, = 1 .Integrando por parte os dois Gltimos termos a fim de colocar sob o sinal da

integral apenas os termos multiplicados por 47, tem-se:
i(ar _ (11.2.43)
C
—&f |dx = — dx + —6f
ldf f*]x f ]f o, L

af,
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e
) or J or b (11.2.44)
f f— O g A O ] o
dfu Fox dx| If, dx df .-an *
Entdo, pode-se reescrever a expressao de &) da seguinte maneira:
(11.2.45)
5T = f £ 2 §fdx
df  dx df
e Wi | = F
‘ of dx U"f IfL ‘ xL

como as fungdes admissiveis sdo tais que §f = §¢ = (emx = dex = b, entdo os termos do
X
contorno, na expressao acima, sao nulos e a equacao de Euler-Lagrange tem a seguinte forma:
or _dfar), la|_, (11.2.46)
af dx|af, | dx?|0f,

que ¢ uma equacao diferencial de quarta ordem.

Generalizando, para funcionais do tipo:
b (11.2.47)
= [1 fhidudys o @&

para o qual assumir-se-a conhecidos em ¥ =da e x = ba fun¢do f'e as n — 1 derivadas de f. Neste

caso tem-se:
5 y (11.2.48)

o7 = [1Zst+ Lot s —Lsg, bax =0

df d}‘; iaf x(n)
Ou

k=n (11.2.49)
. o
o = Z p fxﬂr:l dx =0

k=0 dfxu:kj

onde se deve integrar os diferentes termos por partes até que o integrando esteja multiplicado apenas

por &f. Um termo tipico de integracdo por partes ¢€:
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, b (11.2.50)

ar d ol
= .—hfxfj—lj[l “\om w0y -EJL +
A0 & O -1y

aﬂ ar . 1| & 1[ l
— |8 + .+ =1
2| of 2:,] *“‘33'[ o,
Calai [ ar )
FRE (N | i i P
‘! a’xi f.]f f.?) ] f%x

b (11.2.51)
[ ;

a o),
olat Jot

A equagdo de Euler para funcionais deste tipo, tem entdo, a seguinte forma:

a d x(f) k=0

ﬂ_i£+ o e (D) d | ar o (11.2.52)
or  dx 0f; dx/ | g dxn | Ifymy
ou ainda
= (11.2.53)
> t—l)*“’ ~0
df;c(kj
Exemplo

Achar a fungdo extrema do funcional:

1
J v =f 360xy —¥" dx .y 0 =v 1 =0Aay 0 =1Ay 1 =25,
0

Solucao:

A equagdo de Euler para este problema tem a forma:

o d|or [ or |
v odxldv, | aerlov, |
Ou seja
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-

i

7 = 360x2 4 23" = 360x2 —2¢4 =0

dx?

Donde y ¢ = 180x2 que integrando se tem:
1 ¢ 3 2
}J_Ex +ox” + B x4y

Levando em consideracao as condi¢des de contorno, achamos

logo a fungdo extrema procurada é: y = %xﬁ + ExB —3x? 4x.

Sejam, agora, funcionais tendo diversas fun¢des como variaveis dependentes, o que acontece com

muitos problemas de engenharia. Considere o funcional

‘ (11.2.54)
Jfg = [1 fef.g.x dr
com as seguintes condi¢des de contorno:
Ja=1fa (11.2.55)
Jo=1Fb
g, =84
g, =ghb

Sejam 1y x e { x duas fungdes admissiveis que satisfagam as condigdes de contorno acima e sdo tais
que definem as seguintes fungdes:

hx =fx +enx =f+&f (11.2.56)
I X =gx +(x =g+

Comiya =nb =(a =(b =0condefxeguxsiofungdes extremais de J f.g € §f € 5o

sao suas variagoes. Dessa forma:

(11.2.57)
oJ = :l%) =10
N ]

isto é:
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“loroh o o ale o o (11.2.58)
: ol ¢ al ¢ [ s “x
o = ¢ ——+ e — —ax
f ih o= * dh, o= " ik O * g, e }i
a ==
Para = = 0 lembrando que =1 = &f e £( = dg, tem-se:
ar o o (11.2.59)
‘f—ré—& ol Id
oz,
: oI or ar or
oS = —en+ ——en, +—=(C + ¢, gx
af o e T e S T g
lor . ar o ol
o = —6f + —Of, + —bg + —dg, gx
/| ot o Id
Integrando os termos em §f, | &g da expressdo acima, obtém-se:
5l . (11.2.60)
N Y O [P G 1 P
- af  dx|df, e dx|deg,
+ £:"5,?" + iﬁ'ﬂ
of | loe

Os ultimos dois termos da expressdo acima sio zero devido as condi¢des de contorno e os termos

multiplicados por 4f € §g sdo também nulos, uma vez que §f € & sdo arbitrarios. Desta forma as

equacdes de Euler sdo:

al oI (11.2.61)
af .:ix df

I d | df 0

Jg dx|g,

Generalizando para funcionais da forma:

5 (11.2.62)
J = f; fiforFunfi o ..,fnx,x dx

com as fungdes f; distintas e com as seguintes condi¢des de contorno:

‘fl. =fa ’fl =f£ b (11.2.63)

entdo, obtém-se o seguinte sistema de equagdes de Euler:
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- - (11.2.64)
or d|d =0 - k=12_..n

aft  dx|oft,
Exemplos R
1. Achar os extremos do funcional J v x .z x = [ ¥2 4z? +z7 & com as seguintes
condigdes de contorno: ¥ 1 =13 2 =221 =0z 2 =1.

Solugao:
Aplicando a teoria acima, encontra-se o seguinte sistema de equacdes diferenciais ordinarias:

:L.IH:D

z—z"=10

cuja solucdo € do tipo:

v =ax + 3

[ —X

z =y& + ke

. C A 1 e
Aplicando as condi¢des de contorno, se tem: &v = 1;[7 = 0;x = — Ro=
e” 1 e

de modo que o extremos pedido ¢:
y=x
sinh x —1

sinh 1

Z =

2. Achar os extremos do funcional J ¥ x .z x = f 2yx — 22 + v 2" gx
0

com as seguintes condi¢des de contorno:

v0 =0y 7 =1z0 =0z 7 =-1.

Solucao:
De forma semelhante ao que se fez no exemplo anterior, as equagdes de Euler sao:

_-_L"H—‘-Z‘:Lr—f :D
EH' +}: D

donde, eliminando a fungao z, se obtém:
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i . o
vy oo4+Zy +v=10

que ¢ uma equagao diferencial ordinéria de quarta ordem, cuja solugdo genérica tem a forma:

v=2Acos x +Bsin x +x Ccos x +Dsin x

L] =

Aplicando as condigdes de contornoy 0 =0y # =1 -4 =0AC = ——, de modo que:

]

; : x
v =RBsin x +Dxsinx __cosx

m

A funcdo z se determina da condi¢doz =" + 2y . Assim,

z=P8Bsin x +0D 2cos x 4xsin x —|—[—I 2sin X —xcos x
M

Aplicando agora as condigdes de contornoz 0 = 0:z 7 — 1, obtém-se: D = 0 ¢ B = um niimero

arbitrario qualquer. Assim:

e

. 1 :
z — Bsin x +[_} 2sin x _—xcos x
L

Donde se conclui que os extremais do funcional dado sdo a familia de curvas:

i x
v =FBsin x _[_}DS x

w

_ 1),
- — Bsin x +[_] 2sin x —xcos x

i

com B arbitrario.

Achar os extremos dos funcionais:
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0
comy 0 =y 1 =03"0 =13"1 = —sinh 1
1
2T x =[% [¥mds oy0 =0 =0y’ 1 =1
uw
7 -
3Jyx zx = y? 4z% _2yzdx vy 0 =z 0 _Dg[i]_z[—'}_l
< 2
! 3
47 vx zx =f1“2}2“1 2y dx 1ﬂ=zD=D31=E;1=l
0

Como si sabe da fisica, o sucesso do principio universal da energia potencial minima usada
para determinar a posi¢do de equilibrio de um sistema estimula a busca de um principio analogo
universal com a ajuda do qual pode ser possivel determinar os movimentos possiveis de um sistema.

Isto levou a descoberta do principio da acdo minima.

Seja primeiro um caso especial: supondo-se uma particula de massa m em um movimento ao
longo do eixo x sob a agdo de uma for¢a com potencial U x . Como se sabe da fisica a equagdo do

movimento da particula é
ma'?_x_ o dlx (11.2.65)

= T x v M rU x =0

dr? dr?

E facil escolher um funcional para o qual a tltima equagdo é justamente uma equacio de Euler.
dx .
Denotando 5 = pode-se reescrever
a0 a d U d

— - _D—
dx+a’r " dx dat

(11.2.66)

=0

i e
dec| 2

Esta ultima forma ¢ uma remontagem da equagdo de Euler, a qual no caso da fun¢do desejada x ¢

precisa ter a forma:

. ; (11.2.67)
iF txx — i iF txx | =0
e dt | i
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Como tanto na expressao acima, (11.2.67), como na anterior (11.2.66) a funcao F ¢ derivavel em
ambos os membros e considerando o sinal da equagao acima, vé-se que as derivadas sdo nulas, logo

sendo

F txx = U x

aplicando (11.2.67), se tem

. . ) - (11.2.68)
CH 0 SO S JUA L S |
ih| 2 di |dx| 2
Entdo o funcional desejado ¢é
Ho ] (11.2.69)

J — f 1P rox W
LE 2
1 L
Observe que o termo "~ & justamente a energia cinética £ do movimento da particula. Assim,

denotando o integrando como [ = E —[/, si tem a chamada funcdo Lagrangeana. Desta forma o

problema variacional consiste em buscar o valor estaciondrio da integral:

Iy
J = ‘!Lz’f

Que ¢ conhecido como o nome de “acdo”; aquitl e #2 sdo o tempo inicial e final do
movimento. Pode-se verificar que num numero grande de casos o intervalo entre ¢/ e ¢2 ¢ muito
pequeno e nesta situacao a integral acima tem um valor minimo e ndo meramente um valor
estacionario para o movimento real. Por esta razao, a possibilidade de achar que o movimento pelo
procedimento do problema variacional para a integral acima ¢ chamado de principio da acio minima.

E importante se verificar que o principio variacional da agdo minima é de natureza universal e
permanece valido para qualquer sistema fechado ndo envolvendo dissipa¢do de energia, por exemplo,
via atrito; incidentalmente, um sistema com dissipacao pode, sob certo sentido, ser considerado
aberto. De acordo com este principio, de todos os modos concebidos (sob dadas restri¢des) de passar
de um estado num tempo ¢/ para outro estado no tempo £2, o sistema escolhe o modo para o qual a
acdo assume um valor estacionario (minimo, como regra).

Aqui, a fungdo Lagrangeana L ¢ a diferenca entre a energia cinética e a energia potencial do
sistema, cada qual dessas energias expressa em coordenadas generalizadas do sistema e de suas

derivadas temporais. Assim, o principio das a¢cdes minimas ¢ aplicavel tanto a sistemas com um
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numero finito de graus de liberdade como também para meios continuos, € ndo apenas mecanicos,

mas também eletromagnéticos e outros fendmenos.

Exemplos
Seja a aplicacao do principio da agcdo minima para determinar a equagao das oscilagdes transversais

de uma membrana que satisfaz a equagao de Laplace, com a condicdo de

contorno |“ = ¥ (dado) . A energia cinética de um elemento d ¢ da membrana
dz )
éigual a2/ do dt | » onde L € a densidade da superficie da membrana, logo a energia cinética total

da membrana é

2
E - ,[f[j_

dxdy

Considerando que a tensdo na membrana permanece inalterada no processo de vibragdo (tensao T),

entdo a energia potencial acumulada ¢

FA
dz

£

T dzy
[ dxdy

20 | ) ey

o

Entdo, a funcao Lagrangeana ea agéo sdo:

dz\ ] N
2”‘ [ ] Hal xdy
5 1]
5 1 ] ] ] dxdvadt
< dy

[1f ﬂlcﬁ)

Aplicando a equagdo de Euler com relagdo as variaveis independentes (vide equacdes (11.2.65) e

(11.2.72)), encontra-se a equacgao da oscilagdo da membrana:
D[ E ) | E T LF
— ] + — |+
i éf r')x o2 &I”

ire ffz ] 1| =z ffﬁ } a
] - + 3 S - -
,,:}x‘ rif"" ,_pc‘ i I

Seja um sistema dindmico como o pendulo que se caracteriza por um corpo de massa m sujeito a um

elemento de atuagdo representado por uma vareta de comprimento 1 em que o torque aplicado no
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atuador ¢ u. Como se sabe da fisica, 0o movimento do pendulo ¢ executado de forma circular onde
uma variavel #/ mede a posi¢do angular em relagdo a vertical e sua derivada L representa a
velocidade angular; tem-se ainda agindo sobre o sistema, uma forga de gravidade que age
diretamente sobre a massa e um arrasto que ¢ proporcional a velocidade angular.
Da teoria do calculo variacional e da fisica, vale lembrar que, no caso de um sistema
dindmico com n graus de liberdade e com coordenadas generalizadas g ~ " € com forgas externas
generalizadas @ ¢ [&", este ¢ descrito pela seguinte equagio de Euler- Lagrange:
ok aq | oL gq
al e | |
L _Tgg _Vag

Dadas estas informagdes, pode-se modelar o pendulo, definindo que a energia cinética dele €,
considerando que a velocidade linear em relagdo a sua velocidade angular € 5 _rj _ 14 (r o raio

da circunferéncia de seu movimento):

—t

3
—
(2]

Por outro lado, a energia potencial do sistema péndulo ¢ dada pela diferen¢a de altura do pendulo em

relacdo a sua posicao vertical, dado por:

F =mgl 1 —cosf

O arrasto do péndulo devido meu movimento no ar ¢ proporcional a funcao de perda de Rayleigh vé

a velocidade angular, e ¢ dada por:

) 1 . a
F o =—-klp
2

Assim, dado que o funcional lagrangeano ¢ dado por | — I —F, entdo a equacdo de Euler-

Lagrange é dada por:

o

a0 a0

12 i = —mg! sin {}, {}—F — K¢
o

a’lr‘)ﬁ) JL  OF

] FH
dt | 06
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Donde se tem a equagao do modelo ndo linear do pendulo atuado

mi2f +mglsing + k20 = u

Abaixo apresenta-se um programa para solucionar a equagdo do modelo nao linear:

function pendulo (L, M, 0
%
% Problema: péndulc de comprimento L com massa M
% entrada: L = comnprimentc da haste do pendulc [m]
% M = mazssa do pendulc em [kg]
% T = torque aplicado no atuader [Hm]
%
if nargin == {0
L=0.25; M=0.2; U=0.0;
end
clc; globel kK 1 m u gr
%
k =10.1; % coeficiente de Rayleigh
if L==0
1l = 0.25; % comprimento da haste do pendulo em [m]
else
1=L:
end
if M==(
m= 0.20; % massa do pendulo em [kg]
else
m = M;
end
ifU=10
u==0; % torque eplicadoc no atuador em [Hm]
else
u = 0;
end
fu = 9.B; % aceleragdo da gravidade [m/s2]
=0 = [2 0] % condigio inicial = \theta=Z radianc;‘\theta =0
tzim = [0 10]: tempo de simulacdo entre 0 e 10 segundos
%
foptions = odeset ("BelTcl',le-4, "EhaTol", [1le-4 le-4 le-5]):
[t,v¥] = odeds(fnaclinear,t3im,x0) ;
figure
plot (t,v, """} ,grid cno
title('Simulacédc da Posigdo “theta e da Velccidade Angular “\theta’')
xlabel ("tempo({[3] ")
ylabel {"wtheta[rad] ;\theta’ [rad/s]"}
legend("“\theta[rad] ", "“theta” [rad/s]"):
end
%
5%
function =zdot = naeclinear(t,x)
global k¥ 1 mu g
xdot = [X{2); —-(gs/l)*=in{=x(1l))—-(k/m) *xX{2)+u/ (m*1*1) ];
end

Executando este programa se tem a seguinte saida grafica para a posi¢ao f e a velocidade angular §:

Harmony of Knowledge Exploring Interdisciplinary Synergies
Calculo Variacional ou das Variacoes



Simukdo da Posigho & da Vel ooidade Angular
T

T ]
Lk

¥ oz IlII |I|| .ll. ﬁl' o
SNININENININININNN
= TV YD
W RN IR VIRV

"'II| I|.|| T

ML

i

5
lempodis]

Seja o funcional

J = f I(f.f, . fx2)dxdy (11.2.70)
L1

para o qual queremos analisar o extremo, e cujas condigdes de contorno na fronteira ¢)(} da regido {}
sdo conhecidas.

Seja 1 x.» uma funcdo admissivel que satisfaga as condi¢des de contorno e tenha derivadas
continuas até o grau desejado e que

hxy ={§fxy 4epxy ={if4+06f

h. xy =f, x¥ +en, x.¥y = f, +of,

x

h, xy =Jf xy + en, XV = f, + 8,

Assim
(11.2.71)

o = ¢ ‘:E] =0

de )
. ar oh oI oh, oI Oh (11.2.72)
o = ¢ — 4 = -+ adx Elr'b =10

{f o
S o1 o1 B (11.2.73)
:‘J_:ff hf+dh{5f dxdy | = 0

Integrando o segundo e terceiro termos da expressao acima pelo Teorema de Green, obtém-se:
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(11.2.74)
ffﬂﬁfxa'xdv - [‘}‘r y.ﬁf‘d dy 4 g?imf‘ ds
ff—:sfdxdv - [f ""I Sfdxdy SE m“ —ds
Jlor
Levando-se estes resultados em AF, tem-se:
o7 (11.2.75)
] OV OL W s av.ay +
cb.: df, c}u df
fiE ﬂﬂl_ﬂ‘ii Sfds =0
df, ds  Of,ds

ou ainda, como &f = £1satisfaz as condi¢des de contorno em ()}, a segunda integral da expressdo

acima ¢ nula, logo a condicdo de estacionariedade ¢:

& — ff fH (} r}I fJI (11.2.76)
fj'f ox dfx

Ofdedy =0
fj'f

Como a variagdo de &f ¢ arbitraria (a §f se impde apenas restri¢des de carater geral sobre a
continuidade e derivabilidade, anulacdo no contorno, etc.) e o primeiro fator da integral acima ¢
continuo, entdo do Lema Basico a fun¢do f x.v que realiza extremo no funcional dado é:

of ar ] afar ] (11.2.77)

E_E Jf, (}u o,

Esta equacao diferencial de segunda ordem em derivadas parciais(11.2.77) que € a equacao de Euler

do funcional (11.2.70) recebe o nome particular de Equacao de Euler-Ostrogradski.

Exemplos deste tipo de funcional sdo:

J = . J f . F+ }f dxdy cuja equagdo correspondente de Euler-Ostrogradski é da formag2s _ ¢,
que ¢ a equagao de Laplace. Além disso, determinar uma solucdo continua desta equacdo em £}, com
valores de contorno em ¢J{} conhecidos, € um problema chamado de Problema de Dirichlet, que é
fundamental para a fisica- matematica e para a engenharia; ¢ um problema tipico de condugao de
calor estacionaria.

J = . ’ ’ ‘ F+ ff +2fp xy dxdy cuja equagdo correspondente de Euler- Ostrogradski é da

forma ¥2f — p x, que € a equagdo de Poisson.
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J = f f‘i 1+ £} + f} dxdy que é o funcional cujo minimo resolve o problema da determinagdo
de uma superficie de drea minima limitada por um contorno dado, tem sua equagdo correspondente

de Euler-Ostrogradski da forma

Pf| (o) | _jorar o @ (o) | _,

ox? iy i v dxdy ot | Ox '

Generalizando para um funcional do tipo

J = [ﬂ" [1 Foo oo X150, dioyd, - dx, (11.2.78)

cuja equagao de Euler é:

. R [ . 11.2.79
oL S| 1 9 +Z”: or 9% || ( )
of I |ox0f,  Ofdf,  H|ofaf o
Outro tipo de funcional que aparece nos problemas de engenharia ¢ do tipo:

T = [[1 £.5.50f by fcy dxdy (11.2.80)
cuja equacao de Euler ¢ do tipo:
oI (;rf oI (11.2.81)
of dx df dx1 Jf. ]
o' | or
df}n x| 0f,

Um exemplo para este tipo de funcional é & = f 2+ + 2_}‘;% —2fc dxdy

¥¥

cuja equacao de Euler é f.. Efnjvy t ﬂm; = ¢, ouainda V'f —=¢.Sef = w x.y representar a
deflexdo vertical de uma placa isotropica sob flexdo, e ¢ = pll.f d (p =carregamento uniformemente
distribuido sobre a placa e d = Eh? / 12 1 —;7 arigidez da placa, entdo a equagio Viw =p ﬁf
representa a equagdo da flexdo de uma placa isotropica sob carga vertical p uniformemente
distribuida sobre ela, Se por outro lado, o funcional anterior dependesse de derivadas superiores a de
segunda ordem, ter-se-ia:

_ (11.2.82)
J = JJ T hedifutotw ot fon S s dxdy

a equacao de Euler é:
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2.2 !

E—Om—0 heF ™ ™ -

Mt myp(m)

Num funcional do tipo:

J = JTI S 8.1 88Xy dxdy (11.2.84)
a equagdo de Euler representado pelo seguinte sistema:

a _ola| o ﬂ] o (11.2.85)
af (Jx (}f oy | df

or o\yor i a |,

g ﬂx 'ﬂgx (J‘g

Um exemplo deste tipo de funcional bidimensional é aquele que representa a energia interna de uma

placa no estado plano de tensao:
_2 +2vuy, +
21— ] +3 (1 ul +v? 4+ 2euy

{11.2.35,1

Fluy) = [ dxdy

onde E = mddulo de elasticidade; & = espessura da placa; "= coeficiente de Poisson; u e v os
deslocamentos nas direcdes x e y . As equacdes de Euler para o funcional acima, representa as
equagoes de equilibrio para a placa em termos de x,y , € sdo as seguintes:

Eh

1 —'pl

Eh 1=V,
I vxx v'uxv + (Th 1;1-'+ uxv
1 o 3 2 Fl 3

=0

v
(u  +v,

¥y

1
u_ -|—1.=_1-'K}_-|—[

=0

1. Mostre que as condi¢des necessarias para o carater estacionario das integrais:

- rﬁF(:c,}gz,...:y - I .
Srl

b- IF (x v, 10 1y ) dxdy
1]
- IF (v o v v vy, dxdy

{1
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sdo respectivamente

a-F.=F,=0."x=x; "x =xy

b-F [@]—F ‘-‘f_x}=o
Y2 | ds Yl ds
Fl2i_F & _

- Y\ ds Y | ds
F @]_F_ g
Vs | ds Vel ds

no contorno de €2 onde s é o comprimento deste contorno. Achar os extremos dos funcionais

Defini¢ao 1: Pode-se definir também como sendo um funcional quadratico, ao funcional

J -V — I, definido sobre uma classe ¥ de fungdes f x, se ele satisfaz a identidade (veja defini¢do

11 acima):
_ 1 -4 (11.2.87)
Ju+m =J u +70J wy —|—Er‘ﬁ*J u;
Com Yu €¥, WpeV, |g|=1 vreR.
Defini¢do 2: Um funcional quadratico ¢ um funcional na forma
1 11.2.88
f x = _x"Hx _pTyx + e, ( )
2
cxeRH e B com H =H).beR.cc R
Como ja visto anteriormente, o gradiente e o Hessiano do funcional acima sdo facilmente
encontrados:
ex =Hx—b (11.2.89)
Hx =H
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Assim, se v€ que, os Funcionais Quadraticos t€ém o Hessiano constante.
Tomando £ como um ponto estacionario de J, entdo o gradiente se anula nele e se tem

g £ =Vf & =Ht-b=0=¢=H"

Fazendo x = x — £ no funcional quadratico se tem

1 r (11.2.90)
fx ¢ =gx-¢ Hx—¢ -b" x—¢ e, xERY,
1 r T ;
]Sendo H simétrico e A= ¥ i—1 0 conjunto de auto solucdes de & entdo
(11.2.91)

Hv, = Av,,i=12_.n
A B

Definindo-se a matriz diagonal A, cujas diagonais sdo os autovalores de A e a matriz¥, _ n cujas

colunas sdo os autovetores de H tem-se:

A= dz’ag[}k.l,hg,...,},t ]; F = [v],vq,_._g;n }

F

Como definido A . eV vé-se que a matriz ¥ é ortogonal, isto ¢ ¥ ! =V e HV =V A.
n M

Assim, chega-se a seguinte expressao:

fx —£ _%I—ETH X—£ + v _',;.,l_—hT x—§ +c

Fazendo z =FV7 x £ na expressdo anterior se tem
1 .. (11.2.92)
fz=FfVe—¢ :—ZIPIHVI-FT: CoX = -bT x—¢ ¢

2
= lzr;"'hz - -1!.

-
F

1307
i=1

Olhando para a expressao(11.2.92), verifica-se que
e Se H for SPD (simétrica e positiva definida) entdo seus autovalores sao todos

positivos e o intervalo de f'¢ ’Jr,m = 0 ¢ 7 é um minimizador global de f.

e Se H for negativa definida o intervalo de f onde se localizam os autovalores ¢
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—ay Hr €2 =0 «um maximizador forte global.

e Se H tiver autovalores positivos e negativos o intervalo de /¢ —o o0, em

¢ z = 0 f estaciondrio, pois nio é nem maximo nem minimo.

Observar que quando H for SPD (simétrica e positiva definida) e quando® > ¥ a superficie de nivel
Li (equagdo (11.1.47).) ¢ a elipsoide:
n (11.2.93)
k=3 Azt ok =2k—x
i=1

A medida de distor¢do Dy pode ser avaliada pelo chamada nimero de condigio espectral de H*, dado

por:

(11.2.94)
w H =

2

)‘max H
Anin

Olhando-se a figura a seguir que contém graficos para diversas formas quadraticas, identifica-se o

seguinte:

FIGURA 3 GRAFICOS DE FORMAS QUADRATICASZ
(b) ‘

flz)

A figura (a) representa o grafico de uma Forma Quadratica para uma matriz positiva-definida;

A figura (b) € o grafico representativo de uma forma quadratica que tem uma matriznegativa-definida.

1 Nio confundir nimero condigio espectral definido por (11.2.94) com o niimero condi¢iio de uma matriz A com

. — 1
relagdo a uma norma matricial, que ¢ dado por rA = ”A”HA H '

2 Fonte: [211] Jonathan Richard Shewchuk, An Introducyion to Conjugate Gradient Method without the Agonising Pain,
publicado pela School of Computer Science, Carnegie Mellon University, Pittsburgh, PA, em 1994
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A figura (c) mostra o grafico para uma matriz singular (e positiva-indefinida). A linhaque corre na
base do vale € o conjunto de solugdes.

O grafico (d) é representativo de uma forma com matriz indefinida. A solu¢ao ¢ umponto de sela.

As propriedades dos Funcionais Quadraticos sao relevantes para funcionais nao-

quadraticos em C? X . Para se ver isto deve-se comparar a expansio de Taylor para

os Funcionais Quadraticos (onde H_é constante) ¢ a expansdao de Taylor para funcionais Nao-

Quadraticos:
fx+h =fx +g xh+ihHh+ o b (11.2.95)

fx+h =fx +g x h+1h'H x h 4o |h[

Vé-se assim que numa vizinhanga de x o funcional arbitrario se comporta como um funcional

quadratico. Como j4 foi visto, se si fizerh = 7y com ”}” — 1 e recordando as derivadas direcionais,
sabe-se que
m—l L .
Fx4+71y = z 5 xy +—7F" x4+ fry;y
k= k l m 1
(. ) ) |
"_fm x'}" — }.lf_{},qu_.....}.l{_ f‘x_
’ Yox,  “lox, " Ox,

para k= 0,1,2 se tem a identidade

fx+71y =fx +1f' x% 1 xy

Pt | b=t

com/' xy =g’ xy. ef’ xy =vH xy

Um dos métodos mais importantes para avaliacdo assintdtica de certos tipos de problemas
com funcionais, inclusive de problemas integrais, ¢ conhecido como o Método do Passo
Descendente. Este método tem sua origem na observagao realizada por em conexao com a estimagao
de uma integral vinda da teoria da probabilidade, na forma de:

5 5 (11.3.1)
In =ffx [SI ra’x = rfx e Tdx., n — 400
a a

Onde f'x e g x sdo fungdes reais continuas e definidas num intervalo ’azb ] , O qual pode também ser

infinito, comgx = 0 e 2 x = log g x Laplace arguiu que a contribuicdo dominante desta
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integral quandor — ~ precisaria vir da vizinhanca do ponto onde g x (ou #* x)teria seu maximo
valor. No caso mais simples ¢ a situacdo onde ¥’ X possuir um méaximo do ponto x = £ & ’rI:E?]
demodoque / ¢ =0, " & <0, ef & =0.

Maiores detalhes pode ser visto na obra de Paris, R. B. (Richard Bruce), intitulada “Hadamard
Expansions and Hyperasymptotic Evaluation : An Extension of the Method, of Steepest Descents”,
veja referencia [241]

Aqui, como o foco ¢ um tratamento matricial de equacdes provenientes de funcionais, apresentar-se-
4 um método iterativo para si achar um minimizador forte local de um funcional quadratico e com
Hessiano SPD, do tipo mostrado em (11.2.88).

Mostrar-se-a que o numero de iteragdes requeridas para garantir que o erro, sob a norma energética

(norma da energia), seja menor que um nimero € vezes o erro inicial ¢ limitado por:

YW Hinl/e (113.2)

Onde # H ¢ o nimero condicao espectral de H.
O conceito de precondicionamento foi introduzido no capitulo 7 do volume 1 desta obra, e ele serd
aqui utilizado para reduzir o limite acima.

Em geral os métodos para determinar um minimizador de um funcional fno F" tem a forma

xkil - Ik b T.I‘-:d.:: (1133)

Onde d, ¢ a diregéo de busca e T, ¢ escolhido de maneira a minimizar, ou no minimo reduzir, f sobre
algum intervalo da linha que passa através de x; na dire¢do d;.
Dessa forma existem dois problemas associados:

1. aescolhaded;, e

2. ainspecdo de fsobre a linha x = x; + 73d;, com 7 € —oao0

Defini¢ao 1: (direcdo descendente). Seja um funcional f'e sejam os vetores x e d , entdo existe um
nimero 7, > Otal que

S x4+7d <fx. O0<7<7, (11.3.4)

onde d ¢ uma dire¢do descendente para f'em X.

Teorema 1: Seja f € C' R"eseja g x (ou V7 x) o gradiente de fem x . Se um vetor d satisfizer a

gl x d < 0, entdo d é uma diregdo descendente para f em X.
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fx +d =fx +g" xd+1d'H x d+o ||[l|b
- ol x d = 0 = ponto estacionario

d’H xd<0=7fx4+d =fx —1d'H x d

Vé-se assim que um acréscimo na dire¢ao d ha um decréscimo no valor da fungao, portanto d ¢ uma

direcdo descendente.

Teorema 3: Seja f € C' [R*. Entdo dentre todas as direcdes de pesquisa d em um mesmo ponto X ,

a diregdo para a qual f descende mais rapidamente é numa vizinhanca de x na qual d = —g” x
Prova:

Como se quer minimizar a derivada direcional de f'em x em todas as dire¢des se tem

f!lxy =g xy - |}r || = 1, isto é 0 mesmo que minimizar 8 X ¥ para todo y de maneira que

se tenha ||v|| = 1. Dessa forma se tem

& x| <[ = ||s]=e” x| = Vou= x|z x| (13
Analisando o problema de determinar 7, dados X;e d; (revise teorema 5 acima) em que f* X €
minimizado sobre alinha x =x;, + d,. 7. € —oaoo
Qualquer procedimento para se determinar 7; ¢ denominado de “linha de busca” ou “linha de
pesquisa’.
Para funcionais genéricos, as linhas de pesquisa sdo, em geral, bastante complicadas e envolve algum
processo iterativo. No caso de funcionais quadraticos com o Hessiano SPD, o processo €
simplificado e pode ser deduzido uma féormula simples para 7. Se
xTHx —bTx +¢c —

7d™H x d+7d%g x + x .. x indepente de T (11.3.6)

fx =

fx +rd =

Bt [ Bl |1

Se HéSPDed = 0Oentdaod™Hd = 0 & f x + vd ¢ uma pardbola na varidvel T e ¢ aberta para cima
de modo que fx + 7d ¢ unicamente minimizado por (independentemente da escolha ded, :

_ 4T T (11.3.7)
r=-dlg x /A'THd = 7, =-d’gx ,"dt Hd;;

Baseado no Teorema 3 acima, a nossa escolha natural para a diregéo descendented ¢ d = —g x,

Assim, o processo iterativo dar-se-4 por:
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Xy — %X —TiE X (11.3.8)

Esta relagdo, com alguma estratégia de escolha da “linha de pesquisa”, define o0 método do passo
descendente, para minimizar um funcional genérico. Para um funcional quadratico, viu-se que a

maneira de determinar 7, ¢é:

11.3.9
T, = d ( )

T 'y
. g x; [dHd

Baseado no que se apresentou aqui, o método do passo descendente para um funcional quadratico
segue o seguinte algoritmo:
g, = Hx, —b (11.3.10)

T, =g 8 g Heg, ok =01_:/g =g x;
Xp = Xp — T8

Na (k+1)-€ésima iteragdo, a linha que liga x;a x, , € tangente ao ponto X ,; pertencente a superficie
de nivel elipsoidal dadapor x € ";f x =f x
Tomando o processo iterativo x, , = x, — 7,8 x,pré-multiplicando a expressdo por H ¢ subtraindo

b em ambos os lados se tem:

IHxhl—b=lek_h_Tng X, =g, =g —Hg (11.3.11)

B i E:

Redefinindo-se o algoritmo anterior se tem:

T, =g g /g Hey (11.3.12)

X =X — T8 Sk=01,..:MNgy =Hxy; —b
£:.1 = & — TdlE;

Para aproximacodes de primeira ordem, cada passo diminui o valor de f por aproximadamente

T8 = T} || vf‘ Xy

r. Se 7, for muito pequeno, o algoritmo convergira muito lentamente. Por outro
lado, se o tamanho do passo ndo for convenientemente pequeno o algoritmo pode falhar na redugao
de /. Uma maneira adequada ¢ adotar um tamanho de passo de modo a ser suficiente para a redugao
de f'devendo o algoritmo progredir o mais rapido possivel. Este procedimento ¢ conhecido como

linha de pesquisa e ¢ empregado em muitos outros algoritmos de otimizagdo multivaridveis.
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E necessario medir a convergéncia quantitativa de todo processo iterativo. Pode-se usar a nogo de
quanto x se aproxima de £, utilizando-se a norma euclidiana || x ,{"2 que ¢ o erro definido pela
classica distancia entre x e £ .

Como trata-se de funcionais e estes representam, em geral quando provenientes de um problema
fisico, um sistema de energia, ¢ mais apropriado se medir este erro pela quantidade . f x —f &
Assim, é mais importante tornar f x —F £ pequeno que fazer ||x £ |'2 pequeno. Precisa-se entdo,

definir uma norma para medir a energia: a norma energética.

Defini¢ao 2: O produto interno energético e a norma energética correspondendo a uma matriz H

positiva definida sdo respectivamente

x,y = x'Hy (11.3.13)

I" = X.X -'_XTHX
" 5 **H

H (11.3.14)

Observar que estas defini¢des obedecem respectivamente aos axiomas de produto interno e de

norma.

Note que quando H ¢ a matriz identidade, o produto interno energético e a norma energética se
reduzem ao produto interno euclidiano e a norma euclidiana respectivamente. Designando o
quadrado da norma energética por £ x , se tem

. 2 (11.3.15)
Ex - [x| _[ <THx J _ xTHx. Vxe R
H H

Tomando a primeira expressdo de (11.3.6) e transformando-a, encontra-se

Fx _%XTHX_HX—'_E ¢ 1T T 1T T
Fé&=1dHe bTcc ~fx —f § =ixTHx —bTx + { ~JFHE +bTE —f
FE€YF € +ix"Hx —JEHE+bTE —bx

FEIFE+1 €< H € <D)BT € <)

masE()xTﬂx e b €—E)—)D logo

E€ <27 €Y
FEOTEO HEE Oy
[x=¢l =2 CEOT D

Logo
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Ex—¢ =2fx —f & (11.3.16)

||x—{||H = \j:z fx —f¢ (11.3.17)

sdo as relacdes entre a norma energética e E x e a energia ou funcional fx . Observar que

- i e
Ex-£ e ||x—.’:,|

- sdo constantes em toda superficie de nivel de f.
Por que usar normas energéticas em vez de usar a norma euclidiana? Como pode-se verificar, as
superficies de nivel sdo elipsoidais, € quando a excentricidade aumenta (tornando a excentricidade

maior) os valores destas normas citadas ficam cada vez mais pronunciadas: | X E”H < | X; .!,||H

enquanto ||x1 - ;|' < | X, — {‘" como pode ser visto na figura a seguir:

4)(1 / level surface
=== % —=
\g

Para se evitar isto, pode-se utilizar a técnica de precondicionamento, onde se troca H por uma matriz
cujas superficies de nivel sdo significativamente menos excéntricas do que aquelas de H.
Assim, se esta interessado em saber qual a taxa de convergéncia do MPD — Método do Passo

Descendente ou Método do Gradiente.

Teorema 4: Sendo H uma matriz simétrica e positiva definida, entdo o método do passo descendente
(ou método do gradiente) é convergente para qualquer escolha do datum inicial %o, e mais, tendo

k (11.3.18)

v H =1
b =l < g | o =<l

Onde # H = A, /A = 1¢ 0 nimero condigdo espectral da matriz H e ||-||F[e a norma de energia
definida mais acima. Se além disso, se p = ¢ definido para qualquer = = (0, como sendo o menor

inteiro & tal que

- n (11.3.19)
ey <ellso el <R
Entdo o menor inteiro k que atende a (11.3.18) ¢ dado por
1 (11.3.20)
menork =p = < %1; H lﬂ[—] +1.
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O que ¢ precondicionamento?

Para se conhecer este mecanismo sugerimos estar o topico 7.7 do livro do prof. Henrique Mariano
“Analise e Métodos Numéricos em Engenharia”, que sera lembrado aqui: “Para se reduzir o nimero
condicional espectral (relagdao entre o maior autovalor € menor autovalor) de uma matriz A, x A, ¢
desta forma melhorar o desempenho dos algoritmos iterativos, normalmente se troca o sistema
original por outro sistema que tenha a mesma solugdo. Sabe-se que quando o niimero condicional de
A ¢ grande a matriz tende a ser mal condicionada, necessitando-se condiciona-la.”

Por hipotese seja uma matriz A simétrica e positivo-definida (SPD) e que um pré- condicionador M

seja disponivel.

Defini¢do 3: Um pré-condicionado M ¢ uma matriz que se aproxima de uma matriz A em algum

sentido, por exemplo M 'A =1.

Definigdo 4: O produto interno de energia (ou H -produto interno) e a norma de energia (ou H -

norma), correspondente a uma matriz positiva definida qualquer, sdo respectivamente dadas por, a
semelhanca das expressoes (11.3.13) e (11.3.14) para a matriz Hessiana e que coincidem quando

H = M:

Xy = xTMy (11.3.21)

H
||1||H = XX "= xTMx’

e satisfazem a todas as propriedades validas para produto interno euclidiano e norma

euclidiana. Note que quando M = I, o H -produto interno coincide com o produto

interno euclidiano e a H -norma com a norma euclidiana (como j& explicado anteriormente).
Assumindo que a matriz M seja simétrica e positivo-definida entdo, do ponto de vista pratico, o
unico requerimento para M ser um pré-condicionador € que ele induza uma solugao facil para um
sistema linear Ax — b.

Um sistema pré-condicionado tem a seguinte forma (vide eq. (7.7.1) de[4]:

M'lAx—M'b (11.3.22)

A seguir aplicar-se-4 o conceito de precondicionamento a um funcional quadratico.
Seja M uma matriz simétrica positiva definida fatorada na forma N = LLT

(decomposicao de Cholesky inferior) e seja o funcional quadratico, como definido em (11.2.88):
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fx =1xHx-bix+y xe

onde H ¢ positiva definida. Definindo-se um segundo funcional ¢ y pela transformagdo y = L7x, se

tem

. 1 11.3.23
fy =fLTy _E}’TH}’_5T3+§- ( )
onde

H=L!HLI b=E'b, {=yx (11.3.24)

Como, por defini¢io, H ¢é positiva definida, € H L THL 7 ¢ uma transformagdo de similaridade,
logo H ¢ também simétrica e positiva definida

A transformacao de similaridade

LTHLT = LTL'HLTLT = L7L !H = M 'H (11.3.25)
I M

Revela que tanto g ¢ M H tém os mesmos autovalores, (j « N<h << de modo que
nimero condigdo espectral # H = A ..-f,"-.l ¢ completamente determinado por M e H visto que H

depende da fatoragao de M .

Aplicando o método do passo descendente para o problema (11.3.23), vé-se que € conveniente 0 uso

do célculo direto dos gradientes e entdo o processo iterativo fica

~ = b 11.3.26
g  HY; b ( )
" L= 11.3.27
Ty = gig [ CHEy ( )
- 11.3.28
¥epp =¥ — TiBe ( )
Parak — 0.1,..., e sendo o ponto inicial ¥0escolhido arbitrariamente se tem
(11.3.29)

A taxa de convergéncia de (11.3.29) depende de # H

Fazendo x* = LTy* e gF = Hx*¥ —bpara £ =012, .

Em engenharia a grande maioria dos problemas ¢ formulada como problemas de valores de

contorno (PVC) os quais podem ser expressos na determinagdo de uma fun¢do que satisfaz alguma
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equagio diferencial em uma regido!! de definicdo e que deve satisfazer a condi¢des especificas no
contornol” da regido ¢) . Numa visdo geral, a grande maioria destes problemas € relacionada com
uma soluc¢do que minimiza um funcional J fdefinido para fungdes f pertencentes a um conjunto de
fungdes V.

Esta minimizagdo (ou maximizagdo) requer que o funcional J f'seja estacionario. Deste modo a
tarefa de resolver um PVC ¢ equivalente a achar uma fun¢do uma funcdo £ € ¥ que faz J f

estacionario. Esta ¢ a formulagado variacional de um PVC.
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