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RESUMO

O objetivo desta nota ¢ apresentar composigoes de transformacoes lineares na linguagem das matrizes;

bem como, apresentar interpretacoes geométricas para alguns casos particulares de matrizes de ordem 2

como reflexdes em torno dos eixos x ey, reflexdes em torno da origem, contragdo, expansao ou
homotetia, cisalhamento horizontal e vertical, rotacdo anti-horaria, projecdo ortogonal de u = (x,y) sobre

a retaG : y =ax, a/=0; bem como a reflexdo do mesmo vetor em torno desta mesma reta.

G. Vale ressaltar que suas composigOes na linguagem das matrizes ¢ um primeiro modelo de computacao grafica.
Ilustrativamente, por exemplo, a expansao de fator k : Hi (X, y) = (kx, ky) ou na linguagem das matrizes, representa
um zoom do computador ampliando se k> 1 ou contraindo se 0 <k <1.

Palavras-chave: Formacdo de Professores, Tecnologia Educacional, Inteligéncia Artificial, Alfabetizagdo

Digital.
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1 INTRODUCAO
1.1 UM POUCO DE HISTORIA EM TORNO DO NOMEMATRIZ

O pai do nome matriz Foi s6 ha pouco mais de 150 anos que as matrizes tiveram sua importancia
detectada e sairam da sombra dos determinantes. O primeiro a lhes dar umnome parece ter sido Cauchy,
1826 : tableau ( tabela ). O nome matriz s6 veio com JamesJoseph Sylvester, 1850. Seu amigo Cayley,
com sua famosa Memoir on the Theoryof Matrices, 1858, divulgou esse nome e iniciou a demonstrar
sua utilidade. Por que Sylvester deu o nome matriz as matrizes ? Usou o significado coloquial da palavra
matriz, qual seja: local onde algo se gera ou cria. Com efeito, via-as como "...um bloco retangularde
termos... 0 que ndo representa um determinante, mas ¢ como se fosse uma matriz a partir da qual
podemos formar varios sistemas de determinantes, ao fixar um nimero p eescolhar a vontade p linhas e
p colunas..."artigo publicado na Philosophical Magazinede 1850, pag 363— 370 ). Observe que Sylvester
ainda via as matrizes como mero ingrediente dos determinantes. E s6 com Cayley que elas passam a ter vida

propria e gradativamente comegam a suplantar os determinantes em importancia.

1.2 SURGIMENTO DOS PRIMEIROS RESULTADOS DA TEORIA DAS MATRIZES

Costuma-se dizer que num curso mais avangado curso de Teoria das Matrizes ou de sua versao
mais abstrata, a Algebra Linear - deve ir no minimo até o Teorema Espectral. Pois bem, esse teorema e toda
uma série de resultados auxiliares ja eram conhecidos antes deCayley iniciar a estudar as matrizes como uma
classe notavel de objetos matematicos. Comose explica isso? Esses resultados, bem como a maioria dos
resultados bésicos da Teoria da Matrizes, foram descobertos quando os matematicos dos séculos XV 111 e
XIX passaram a investigar a Teoria das Formas Quadraticas. Hoje, consideramos imprescindivel estudar
essas formas através da notacdo e metodologia matricial, mas naquela época elas eram tratadas
escalarmente. Mostremos aqui a representacdo de uma forma quadratica de duasvariaveis, tanto via

notacao escalar como com a mais moderna notagdo matricial:

b
q(x,y) =ax*+2bxy +sy’= x vy @ - XtAX,

@ > @
h = v
X a
onde: X*= x y ,X= eA= A = A ( matriz simétrica)

@ , @ =
v/ h =

O primeiro uso implicito da nogdo de matriz ocorreu quando Lagrange 1790 reduziu a
caracterizagao dos maximos e minimos, de uma fung¢ao real de varias variaveis, ao estudo dosinal da forma
quadratica associada a matriz das segundas derivadas dessa fungdo. Sempretrabalhando escalarmente, ele

chegou a uma conclusdo que hoje expressamos em termos de matriz positiva definida. Apds Lagrange, ja
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no século XIX, a Teoria das Formas Quadraticas chegou a ser um dos assuntos mais importantes em
termos de pesquisas, principalmente no que toca ao estudo de seus invariantes. Essas investigacoes tiveram
comosubproduto a descoberta de uma grande quantidade de resultados e conceitos basicos de matrizes.
Assim, podemos dizer que a Teoria das Matrizes teve como méae a Teoria das Formas Quadraticas, pois
que seus métodos e resultados basicos foram 14 gerados. Hoje, contudo, o estudo das formas quadraticas ¢
um mero capitulo da Teoria das Matrizes. Observemos, ademais, que os determinantes em nada contribuiram

para o desenvolvimentoda Teoria das Matrizes.

1.3 COMPOSICOES DE TRANSFORMACOES LINEARES
Defini¢do: Sejam U e B espagos vetoriais sobre R e sejam T : U -»B e G: B ->W

transformacgdes lineares. A composta G T : U — W, ¢é dada por:

(G- T)(u)=GI[T (u)],6u € U.

N
U - B
G-T \ MG
w

Para a composta G T tem-se: a imagem de T estd contida ou ¢ igual ao dominiode G :

Fm(T) < D (G).

Analogamente, temos:
Para existir a composta T ° G s6 faz sentido quando: a imagem de G estd contida ou éigual ao

dominio de G :

Fm(G) € D(T).

A seguir, o teorema que caracteriza que compostas de transformacdes lineares tambémsao lineares.

Teorema : Sejam T € 5(U;B)e G € 5(B;W), entdo, Go T : U — W,G°T € 5(U;W) ¢ linear.

1.3.1 Observacao:
5(U;B) € o espago de todas as transformagoes lineares de U em B.

5 (B;W) ¢ o espaco de todas as transformacdes lineares de B em W.
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1.3.2 Demonstracao

Sejam G e T transformagoes lineares, entdo, queremos mostrar que:

G-T:U-W
¢ linear.
De fato,
T
Uu - B
G-T \ MG
W

(i) 6ui,u2 € U, tem-se:

(Ge-T)ur+u)=G[T (ur +u2)]=G[T (u1) + T(uz)]
= G[T(u)] + G[T(uz]
=(G - T)(u)+ (G- T)(u2).

(i) 6A € R, 6u; € U, obtem-se:

(G = T)(Mu1) =GI[T (Au1)] = G[ATu1)] = AG [T (u1)]
=MG - T)(u).

Logo, Go T : U — W ¢ linear.

1.3.3 Exemplos:
1. Sejam T : R®*->R? e G : R>— R? transformacoes lineares definidas por:
1) T&yx)=x+y,x+2x)(>1) GEy)=E+y,2y,x—y)
Pede-se: (1) G T i) T-G

1.3.4 Solucio
(i) G*T
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R L R
G-T \ MG

R3.

Antes de passarmos a operacionalizar, ¢ fundamental que se perceba as figurinhas que representam;
ndo as letras utilizadas, vejamos:

G nos diz que: leva a soma das duas primeiras coordenados do dominio, ¢ a primeiracoordenada
da imagem, o dobra da segunda coordenada do dominio ¢ a segunda coordenadada imagem, e finalmente, a

diferenaga das duas coordenadas do dominio ¢ a terceira da imagem. Simbolicamente, temos:

G(AQ)=(A+Q2QA—Q)

Assim, facilmente se obtem a composta, a saber:

(G- T)xy,x) =G[T (x,y,x)]
=GX+Yy,Xx+2x)
=(xX+y+(X+2%),2(x+2X),x+y — (x+ X))

=(2x+y+ 2%, 2x + 4x,y — 2%) .

Uma forma bastante interessante, e usualmente ndo aparece nos textos em geral, ¢ fazera composicao

utilizando forma matricial na base canonica por simplicidade

(G- T]=I[G].[T]

Construindo as matrizes correspondentes [G] e [T ], obtemos:

© (1)

1l
— (= ]
M=
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11 110 21 2
G-T]=.0 2 ..- ,=.2 0 4 .
r r 1 D 2 » L
1 —1 01 —2

Reescrevendo a forma matricial G T na base canoOnica, obtemos:

» X » » 2 1 2 » > X »
G-T).y-—--20 4 . .y.
» v » ? 0 1 _2 ’ » »

k'S

Procedendo de forma anéloga, vem:

B THyx)=x+y,x+2x) (i) Gxy)=x+y,2y,x—Yy)
(i) T-G
R? E>R3
T-G \ MT
R2.

Um comentdrio breve, ¢ fundamental que se perceba as figurinhas que representam;ndo as letras
utilizadas, vejamos:

T nos diz: que: leva a soma das duas primeiras coordenados do dominio, na primeira coordenada da

imagem, a primeira coordenado do dominio com o dobra da terceira ¢ a segunda coordenada da imagem.
Em simbolo, tem-se:

T(w,AQ)=(w+A w+2Q).

Assim, facilmente se obtem a composta, a saber:
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(T -G xy)=TI[G(Y)]
=T (x+y,2y,x—y)
=(x+y+2y,x+y+2(x—y))
=(x+3y,3x—vy).

Vale ressaltar que: usualmente ndo aparece nos textos em geral, a composicdo utilizando forma

matricial na base candnica

[T - Gl =[T].IG].

Construindo as matrizes correspondentes [G] e [T ], obtemos:

1 1
[G] = - 0 2 .
1 —1
e
110
M= - :
102
Por conseguinte, vem:
110 11 AP
I_T @ GJ = 7.l 0 2 = . -
10 2 1 1 3 —1
Reescrevendo na forma matricial na base canonica, obtemos:
1 3
G-T) © = .. s

] ] 3 _1 » E]
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2 TRANSFORMACAO DO PLANO NO PLANO
2.1 REFLEXAO EM TORNO DO EIXO X :

R« : R¥— R?
(x: y) —— Ry (X, Y) = (K, _y}

B

¥
A4

0

2]

Na linguagem das matrizes, a reflexdo em torno do eixo x, descrito na forma matricial,temos:

Reflexdo em torno do eixo y :

Ry : R?—= R
(x: Y) - Rx (xl Y] = (_X: Y)
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H

L J

0 [1 ] X X
0
Na linguagem das matrizes, a reflexdo em torno da origem, serd dada por:
o x _ _1 D E I v E]
Os » > T 3 E]
r n _1 y
Homotetia, Contracdo ou Expansdo
Hk : R2—— R?
(x,y) —= Hi (x,y) = (hx, hy)
y
0
'an
k>1

« 0 ol 7

B

Na linguagem das matrizes, Homotetia, Contragdo ou Expansdo, ¢ dada por:
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2.2 DE FORMA INTEIRAMENTE ANALOGA, HOMOTETIA, CONTRACAO OU EXPANSAO,
PARA 0 < H < 1,TEM-SE

Y s V

Y

0<k<l1

N

M

L )

Y

0 [:_:;l.] x o

Na linguagem das matrizes, Homotetia, Contragdo ou Expansao, ¢ dada por:

Cisalhamento horizontal de fatorh :

Ck : RZ——= R?
(x,y) — Ci (x,y) = (x + hy,y)
y y
W
H

0 [él x 0 [1 X
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Na linguagem das matrizes, o cisalhamento horizontal sera dada por:

Cisalhamento vertical de fator h :

Ck : R2—— R?
(X,¥) — Ck (x,y) = (x,hx +y)

¢y

N "

¥

o *

Na linguagem das matrizes, o cisalhamento vertical de fator h, sera delineado por:

Rotagdo Anti-hoiraria de um angulo 9 :
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Rs : R2—= R?

(x,y) — Re(x,y) = (xcosB® — ysin®,xsin 6 + ycos0)

o1 = [coc s [o] = [senel

§

— A Luso —aanwv

y sin@ cos **

Observagao:

Rotacdo Anti-hoiraria de um angulo 9 :

Rs : R2—— R2
(x,y) — Rs (x,y) = (Xo, Yo)

Vo[ s
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Observe que:
AOAB :
< X =rcos8 (1)
> y=rsing
AOAB
< Xo=rcos( +8) 2)
* yo =rsin( +0)

!cos[ +6) = cos cosB—sin sinB

Dai, usando as identidades
% sin( +6)=sin cos6 + sinB cos

Xo =rcos( +0)=rcos cos8—rsin sin® (3)
e

yo =rsin( +8)=rsin cos6 +rsinBcos (4)

Agora, substituindo (1) em (3),(4), obtemos:

Xo =rcos( +6)=xcos6 —ysing
e

yo = rsin( +8) = ycosB + xsin6.

Portanto,

Re (X, y) = (xcos6 — ysinB,xsin6 + ycosB).
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Ou reescrevendo na forma matricial a rotagdo anti-horaria, temos:

X cosB —sing «

LI | ]
s

y sin® cosB
Se a rotagdo fora horaria, basta trocar 6 por (—80), destacando que

=
cos (—8) = cos B
» sin(—8) = —sin®

A matriz da rotagdo horaria serd dada por:

cos(—B8) —sin(—8) cosB sinB

> > = »

sin(—8)  cos(—8) —sinB cosB

2.2.1 Teorema

Sejam U e B.espagos vetoriais sobre R e seja T : U —B uma transformagdo linear. T ¢ injetora se,

e somente se, Ker(T) = (0}
U--Bé injetora <= Ker (T) = (0}

Demonstragao:

12 Parte: Queremos mostrar que:

uo € Ker(T) e T ¢ injetora, entdo, uo =0

(==) De fato, uo € Ker(T), entdo, T (uo)=0=T (0).
Agora, como T ¢ injetora, segue-se que: uo =0.

Logo,

Ker (T) = (0}.
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2.2.1.1 22 Parte:

Reciprocamente, queremos provar que:
(=) Ker(T) = (0} e para todo uj,us € U : T (u1) =T (u2) == u1 = uz, ou seja, T éinjetora.

Vejamos

Tu)=T(u)==T(u)—T(uz)=0
==T(u—u)=0
== (ur — u2) € Ker(T) = (0}

==U—U=0==u1 = Uy

De sorte que: T ¢ injetora.

Observagdo:
U —- B é injetora == Ker (T) = (0}

Este teorema ¢ valido em dimensdo infinita, uma vez que em momento algum, se fazuso da

dimensdao em sua demonstragao.
2.2.2 Exemplo1l:

Prove que: C ([0, 1]) ¢ isomorfo a C (]2, 3]), isto ¢, C ([0,1])"' C[2,3].

Vale destacar que:

C ([a,b]) = (f : [a,b] = R uma funcdo continua} .

Prova:

Com efeito, 2<x<3 &= 0<x—2< 1, entdo podemos tomar

T: C([0,1]) C[2.3]
f— T =fx—2).

E facil ver que T ¢ linear ( Verifique! )

Provemos que T ¢ um isomorfismo, por simplicidade facamos o seguinte:
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e: [2,3]- [0,1]
X— e(x)=x—2,

de modo analogo, a inversa de ¢ sera dada por:

e-l: [0,1]- [2,3]
(x—2)— e (x—2)=x

Além disso, observe o diagrama a seguir:

01 <5 23]

N\ Mg
goe—! R.

Afirmagdo 1: T ¢ injetora

Seja fo € Ker(T), entdo, T [fo](x) = (foog) (x) = 0, dai seque-se que: fooe. Portanto,

(fooe)oe—! =0.e-! = 0.

Dito de outro modo, temos:

foo eoe—! =fo=0.

De sorte que: T ¢ injetora.

Afirmacdo2: T ¢ sobrejetora

6g € C([2,3]), 1e-' € C([0,1]) : goe-* € C ([0, 1]), tal que:

T gog-! =go e-'og =g.

Portanto,T € sobrejetora.

Por conseguinte, T ¢ um isomorfismo. Além disso, podemos escrever deoutra forma:
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C([0,1]) ' C[2,3].

Exemplo 2:

Seja T : R*— R? uma transformacio linear, definida por:

TXY,X)=X—y,x+y).

Pede-se:

Verificar se: T ¢ injetora e obter a dimKer (T).
dimFm(T) e uma base para Fm(T). T ¢ sobrejetora?
Afirmacdo: T ndo € injetora.

De fato, o nticleo de T ¢ descrito por:

KeL(l) = (x'A'x°) € K3t 1 (xo'Ao'x0) = (0‘0)}'

T (Xo, Yo, Xo) = (Xo — Yo, %o + Yo) = (0, 0)
<XU_YU=U ==X, =Y = 0.
’XQ+YQ=D

-

Portanto,

Ker (T) = ((0,0,%.) € R% o € R} = [(0,0,1)].

Segue-se dai que: T ndo e injetora. Além disso, dimKer (T)=1.

Agora, pelo teorema do niicleo e da imagem, temos:

3=dimR?*=1+dimFm(T) == dimFm(T) = 2

e Fm(T) € R% Assim, Fm(T)=R? ¢, portanto, T é sobrejetora.

Vamos determinar os geradores para Fm(T) : T (x,y,x) =x(1,)+y(—1,1).

Dai, vem: Fm(T)=[(1,1),(—1,1)]. Como dimFm(T) =2, segue-se que p =((1,1),(—1,1)} ¢ uma
base para Fm(T).
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Im(T)

y

\

v

Eurekall!
Teorema do nucleo e da imagem -”

dimR3 =3
dimKer(T) =1
dimIm(T) = 2

dimR® = dim Ker(T) + dimIm(T)

Teorema : Sejam U e B.espagos vetoriais sobre R, sendo U de dimensao finita [dimU <oo] e seja T

: U —B uma transformagdo linear. Temos entdo que:

dimU = dimKer (T) + dimFm (T)

Demonstracdo: Veja referéncias 7,10, 13, 16, 18]
Exemplo:
Seja T : D1 (R)—R? uma transformacio linear, definida por:

T(ax+b)=(b,a+h).

Provar que: T é um isomorfismo, em seguida obter T ! : R>— D; (R).
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Prova
Afirmagio I: D: (R) —— R? ¢ injetorac= Ker(T)=(0x +0} .

A priori, por defini¢do o nucleo de T ¢ dado por:

Ker(T) = (po (x) = aox + bo € D2 (R) ;T (aox + bo) = (0,0)}.

Vejamos:

<
|{a x+D )=|D,a +b)=(0,0)= bo =0
0 0 0o o
»ao+bo=0

Portanto, Ker(T) = (po(x) =0x+0} =(0} &= T ¢ injetora.

Afirmacgao2: T € sobrejetora
A luz do teorema do niicleo e da imagem temos:

2 =dimDi (R) = 0 + dimFm (T)

e Fm(T) € R?, donde, vem: Fm(T) = R%
Portanto, T € sobrejetora, e, por consguinte, obtemos: T € uma isomorfismo.

Agora, vamos determinar o isomorfismo inverso:

T-1:R2 D; (R).

T—1(ao,bo) = hix+ hz == T (hix + hz2) = (ao, bo).

Dito de outra forma, precisamos determinar h; e ho em fun¢do de ao e bo.

Vejamos,

_ < <

+h)=(,b)= h, = ao == h: = ao (2)
2

8} 0]
= hi+h: =ho * hy = bo — a0.

I(nXx+n)=1tn,n
1 2 2 1
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Assim, substituindo (2) em (1) segue-se o isomorfismo inverso:
T—!(ao, bo) = (bo — ao) x + ao.

2.2.3 Comentéarios

As compposigOes das transformagdes lineares e suas inversas produz os resultados

D(R) L R
T-1.T \ MT-!
D: (R).

Dai, vem:

Analogamente, temos:

R? Dy (R)
T-T-' \ MT
R2

Por conseguinte, obtemos:
T=1-T (p(x) = p(x).
2.2.4 Problema:
1. Determine A : R? — R? que é uma transformagio linear dada por: uma contragio

de fator 12 seguida de uma rotagdo anti-horaria de grad. Destaque [A].

2.2.5 Solucao:

Eyes on Health Sciences V.02
Um olhar na composigdo de transformacoes lineares na linguagem das matrizes, alguns tipos de matrizes de ordem 2 representadas
geometricamente no plano R2



\

Cf1
R? i’_), R2
A=Rma * C1) \ MRup
R2.
Assim,
h [ h [
[A] = R = Criy = Ry Cpuy =
() ()
__cos T —sint = _
3 3 2
g g - - -
T, _ 1 L, _ 71
I ;2'@201'=@fi A
2 2 2 4 4
Desta forma, A na forma matricial, ¢ dada por:
. 1, 1, 1 . 1
b'e l_ _j ¥ Xx— 3y
A1 @ 5 4 y.=@ -
YL.=zw T Tt w 4 5.
4
. " 1
X— 3y 3xX+y-~
| Axy) = AL
Ou ainda, 4 4

2. Determine A : R — R? que ¢ uma transformagio linear dada por: uma rotagioanti-horaria de

irad seguida de uma expansdo de fator 2. Destaque [A].
Solugao:

Com efeito, fazendo o diagrama para a composigdo, temos:

R? TR
A= E(’zj >Ry \ M E(’E]
RZ,

Assim,
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h i h i
[A] = E(,T)C'R(n/ar) = E(,ﬂ . Ry =

@® - 119

Ou ainda,
AlXy)=(x—y,x+y).

3. Determinea projecio ortogonal P : R> — R? de um vetor u = (X, y) sobre a reta 5:y =ax,a /=
0 ( Esboce o problema.)

Solugao:
y r'y

—a,) V) = z
ugi(a’) (x,y) = u 3

0 X

Observe que B = ((1,a),(—a, 1)} é uma base para o R% tal que a projecioortogonal satisfaz:
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P(l,a)=(1,a) e P(—a,1)=(0,0).

6(x,y) € R*: I\, A2 € R, tais que:
(x,y) =A(1,3)+ A (—a, 1). (1)

Dai, obtemos:

< h—ak = z
A —ak =X aEE-E: A —alh =X
rahi+ =y > (1+a?)h =x+ ay.
donde, vem:
] x+ay > x+ay > x+ay
< ?‘ll = 1+E|2 < ?‘ll = 1+32 ‘:: ;\1 = 1+32 2
- A == =y _ g Xy == _ y+aly—ax—aly (2)

, =Yy —ak - Y 1+a2 - AT AT

Agora, substituindo (2) em (1), obtemos:

_ x+ay y—ax ,
(y) = 1+ a2 (1.a)+ 1+ a2 (—a.1).

Aplicando P e sua linearidade, tem-se:

Pixy)= 2 pray+ =2 pa)

1+ a2 1+ a2
R (Lay+ Y (0,0)
1+ a? 1+a?

_ X+ay xa+aly
1+a¢ 1+ a2

Observagao: Revisitando a Geometria Analitica vetorial:
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Se usarmos a proje¢do ortogonal P de u = (x,y) sobre u; =(1,a), obtemos de forma imediata:

yl
—a, ) y) = Z
uz""“(a’) Coy) =u 37

] X

v {U.ui) . Xtay X+ay xa+ a’y
Pu= = Pu = LA = e T

Reescrevendo a projegdo ortogonal na forma matricial, temos:
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_)IJ!'Y'I:'I 1:32 '_"_2
1+a2

'Yu

4. Obtera reflexiio S : R> — R? de um vetor u = (x,y) em torno da reta 5 : y = ax,a /= 0.

Solugao:

y A
+
I(x,y) = (x,) -

—a,}
u’l::(" (1.) \)ﬂ

>
Basta notar que:

S—P=P+le=S(xy)=2P(xy)—I(xy),

onde a identidade I : R> — R? ¢ dada por: I (x,y) = (x,y).

A matriz da reflexdo S ¢ dada por:

» 1 S . £l E]
1+a2 =7 10
9l =L2|IF|—lz == |o| = 4., 135« aZ _
1+a% ? ’

Seja T : R2>R?, uma transformacio linear definida por:
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Txy)=x+yy).
e seja A =((x,y) € R%;max (|x|,|y|} =1} . Determine T(A).

Solugao:

Célculos Auxiliares:

T T(L,0)=(1,0)  T(-1,0)=(-10) 5 T(~10)=(—10)
STAD=@YD . rLn=(01) . T(-L—1)=(-2-1)
> T(0,1)=(L1) T(—1,00=(—1,00 = T(0,—1)=(—1,—1)

T(1,0) =(1,0)
T(1,—1)=(0,—1)
T(—1,—-1)=(=2,-1)

Além disso, temos
- X= 1 . V= 1
|x| =] = ou e |y| =]== ou
= X=—1 ry=—1

T transforma o quadrado de lado 1 em um pararelogramo, geometricamente, tem-se:
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T(4)

(-1,1)  (0,1) (1,1) (0,1) (L1) (21)

S 7
/ / \@\\%\ g
(-1,0) 7 ? / x 7 , X
. y.
(-1,-1) (0,-1) (1,—1) (-2,-1) (-1,-1) (0,-1)

Seja T : R2—>R?, uma transformacio linear, definida por:

T(xy)=x+y,x—y).

Pede-se:
(1) Provar por defini¢ao que T ¢ injetora.  (ii) Mostre que T ¢ sobrejetora.
Solugao:

Queremos mostrar que: T : R>—R? ¢ injetora por definigio:

6Us, U2 ERZ: T (u) =T (u2) == u; = Ua.

Consideremos ur, 2 € R, com uj = (x1,y1) € U2 = (X2, y2), entdo, tem-se:

Tuil=T[u]==T,y1) =T (X2, ¥2)

= (Xt yLxi —yi) = (e +y2,% —V2)
<

= Xi1+yi=Xz+YV2 < X = 20
==
FXi—Yi1=X2—Y: T 2y1= 2y
< = ==
= )(1_}(2 Us _ s

De sorte que: T ¢ injetora por definigdo.

Queremos mostrar que: T : R2—R? é sobrejetora por defini¢io:
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6vo = (a,b) € R*: Tup = (Xo,Yo) € R*: T (uo) = vo

E necessario obter xo e yo em funcdo de a e b.

Vejamos

T (Uo) = T (Xo,Yo) = (Xo + Yo, %o — Yo) = (a,b).

Dai, obtem-se.

Assim,
6vo = (a,b) ER? : Iu o= a—'l'zg,—_zg ER2:T (uw) =T (XoYo)
Ly oatbach _ atb acbatb azb (.,
Por conseguinte, vem:
T (uo) = vo.

Ou ainda, Fm(T) = R? e, portanto, T é sobrejetora por definicio.

Consequentemente, T ¢ bijetora.
5 Seja T : Di(R) —R? uma transformagio definida por:

T (p(x)) = (p(0),p (1))

Prove que:
T ¢élinear (b) T ¢ injetora ( por definig¢do ). (s) T ¢é sobrejetora? Justifique!

Solugao:
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(a) (1) 6p1,p2 € D1 (R), tem-se:

T ((p1 + p2) (x)) = ((p1 + p2) (0), (p1 + p2) (1))
= (p:(0), p1 (1)) + (p2(0),p2 (1))
=T (p1 () + T (pz (x))

6\ € R, 6p1 € D1 (R), temos:

T ((Ap1) (x)) = ((Ap:) (0), (Ap:) (1))
= Mp1(0),p: (1))
= AT [p: (x)]

Logo, T ¢ linear.

Queremos mostrar que: T : Di(R) —R? ¢ injetora por definigio:

6p1,p2 € D1(R) : T [p1 ()] = T [p2(x)] == p1(x) = p2 (x).

<
. ~ p(0)=b . , .
Consideremos p (x) = ax+b € Di (R) , temos: . Assim, T sera reescrito na forma:
p(l)y=a+b

T[p(x)]=T[ax+b] =(b,a+h)

6p1, pz € D1 (R) com p:1 (x) = aix + by & p2 (X) = a:x + bz, tem-se:
TP Q] =T [p2(x)] == T [anx + b1] = T [axx + bz]
<

=(b,a +b)=(b,a T0)= bs = by
1 1 1 2 2 2
*ai+bi=a+b:

=
b:=b
== 7 =sp (¥) = p2 (%).

-y -

De sorte que T ¢ injetora.

(s) T : Di(R) —R? é sobrejetora?Queremos mostrar que:
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Ou seja, a imagem de T ¢é igual ao proprio R? ( Nio sobra elementos no contra-dominiode T).
Precisamos encontrar ap € bo em fungdo de o e Po.

6vo = ( o,Bo) € R?: Ipo(x) = @aox + bo € Di(R) : T [po (X)] = vo

De fato,
6Vo = ( o,Bo) € R?: Ipo(x) = aox + bo € D1(R) :
Tlpo(x)] =T [flo}( + bo] = (bo, a0 + b:g) =( o, Bo)

< <<

= bo= o = bo= o
> ao+bo = Po * @0 = o — bo

== B DD =0
*ao=Bo— o

Assim,

6vo = ( o,Bo) ER?: 1[po(X) = aox+bo = (Bo — o)x+ o] € Di(R):
Tpo(X)]=T[Bo— o)x+ o]=( 0,(Bo— o)+ o) =( 0,Bo) = vo.

Portanto, Fm(T) = R?, ou seja, T é sobrejetora por definicio.
Observacao:

T[p(x)] =T [ax+b] =(b,a+Dh).
Uma outra forma, mais rebuscada de provar a sobrejetividade, serd dada por:
T[p(x)]=T[ax+b] =(b,a+b)=b(1,1)+(0,1).
A imagem de T ¢ gerada por (1, 1) e (0, 1), dai, obtemos:

Fm (T) = [(1,1),(0,1)].
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Afirmagao: r =((1,1),(0,1)} ¢ linearmente independente Com efeito, dada a equacao

< z
’}ll‘l’?\z:ﬂ > ?\2=D

Logo, r =((1,1),(0,1)} ¢ linearmente independente e, por conseguinte, vem: r € uma base para
R2. Além disso, dimFm (T) =2 ( nimero de vetores de uma das bases ) ¢ Fm(T) € R% De sorte que: Fm
(T)=R? ou seja, T ¢é sobrejetora.

Nio esqueca!

T : Di(R) —R? é injetora e sobrejetora==> T & bijetora

3>

6. SejaT :R"->R, T (x1,X2,...,%Xn) = a(X( =aixi+...+anXn uma transformagdo linear.

Prove que T ¢ sobrejetora. (=1

Solucdo

2.3 1°MODO:
Com efeito, para 6 € R :IX =(x1,x2,...,%n) € R", tal que:

T (X1, X2,...,%Xn) = @1X1 + ...+ anXn =

Logo, Fm(T) =R, ou seja, T ¢ sobrejetora.

2.4 2° MODO:

Basta observar que:

T(Xt,Xo,...,%Xn) =@Q1X1 +...+a@Xn =  agX.
(=1

Dai, vem:
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AN

1

dimFm(T) =
0 ou

LR

( Nao convém), pois, T seria identicamente nula.

Por conseguinte, dim Fm (T ) =1 e Fm (T ) & R, donde, obtemos: Fm (T ) =R e, portanto, T ¢é

sobrejetora.

Seja T : U —B uma transformacéo linear. Prove que:

(NTO) =00 T(—v)=—T(v) (i) T(u—v)=T(u)—T(v)

T ~u =T

(=1 (=1

2.4.1 Solucio

Basta notar que:
T(0)=T(@0)+0eT(0)=T(0+0)=T(0)+T(0)
Logo,
T()+T(0)=T(0)+0==T(0)=0.
com efeito,

0=TO)=T[v+(—V)]=TNV)+T (V).

Dai segue-se que:

T(—v)=—T(v).

Note que:
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Tu+(—v)]=T+T(—v).
Agora, pelo item anterior T (—v)=—T (v), por conseguinte, obtemos:

Tu—Vv)=TWW-—T(v)

A prova serd por indugdo finita sobre n

Paran=2:

z ! >
T oo =T (u+u)=T(u)+T(uw)= T (ug).

(=1 (=1

Suponha valido para n ( hipdtese de indugdo ), entdo falta mostrar para n+ 1.

De fato,
n+1 ! :n ! “n !
T u =T Ui+ Unsr =T U+ T (un+1)
(=1 (=1 g=1
n n+
= =
= T (u)+T(un+1) = T (u()
(=1 (=1
Portanto,
n+1 ! n+1
T u = T (u).
(=1 (=1

Seja T : D3(R)— D4(R) uma transformagao. definida por:

(Tp)(x) = xp(x + 1)

Prove que: T ¢ linear.
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Solugao

6p1, pz € D3 (R), 6A1, A2 € R, tem-se:

T (Ap1 + A2p2) (X) = x(Aspr + A2p2) (x + 1)
= Aixp1 (X + 1) + Aaxp2 (x + 1)
= A1 (Tp1) (x) + A2 (Tp2) (%) .

Portanto, T € linear.

Seja C ([a, b]) o conjunto das fungdes continuas f : [a,b] — R. Defina

T C([a,b])— R
b

J
f—TIFX]= fxdx

Prove que: T ¢ linear.

Prova:

6f,g € C([a,b]), 6A:;, A2 € R, temos:
j'b
T(Mf +29)(x) = (Mf +Aq) (X)dx
a /b /"
=k FO)dx+A2 g(x)dx

E d

= MT [f (] + AT [g ()]

De sorte que: T ¢ linear.

Seja T : R2—R? uma T.L.tal que: T (1,0)=(1,1)e T (1,1)=(0,3).
Determine:

T (x,y)

Se T é um automorfismo. Caso afirmativo, obtenha T ! (x,y)
Solugao:

6(x,y) € R:IM, 2 € R : (x,y) =M (1,0)+ A2 (1, 1).

Dai,vem :
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Assim,
(x,y) =(x—y).(1,0) +y.(1,1).

Agora, aplicando T e sua linearidade, obtemos:

Ty =T[Kx—y).(1,0) +y.(1,1)]
= (x—y).T((1,0)) +vy.T ((1,1))
=(x—y).T(1,0)+y.T(1,1)

=(x—y).(1,1) +v.(0,3)
= (Xx—y,x+2y).

Portanto,
T(xy)=x—yx+2y).

T ¢ bijetora.se, e somente se, T ¢ injetora e sobrejetora.
Afirmagdo 1: R2_T_, R2 ¢ injetora== Ker(T)=((0,0)}

Por defini¢ao de niicleo de T, temos:
Ker(T) = (Xo,yo) €ER?: T (Xo,¥0) = (U,U)}

Vejamos T (xo, yo) = (Xo — Yo, Xo * 2yo) = (0, 0). Dai vem:

Xo—Yo=0 2E:+Ess—E Xo—Yo=0 _ Xo = Yo

=
> Xo+2yo =0 = 3xe =0 » %o = 0.

De sorte que:
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Ker(T)=((0,0)} &= T ¢ injetora.
Além disso, dimKer(T) = 0.

Agora, a luz do teorema do nticleo e da imagem, temos:

2 =dimR? = 0+ dimFm (T) == dimFm(T) =2

e como Fm(T) € R? segue-se que:

Fm(T) = R,

Dito de outro modo, T ¢ sobrejetora e, consequentemente, obtemos: T ¢ bijetora, ouainda, T ¢
automorfismo. Agora, vamos determinar o automorfismo inverso

Solugao:
Obter
T-1(xy) = (hi,h2) == T (hy, h2) = (x,y)
Vejamos,
T (hi, hz) = (ht — hz, h: + 2h2) = (x,y).
Dai vem:
= hi —hz = X ZE[+§5453< hi —h: =x =z h2=h:x
*hi+2h: =y ’3h1=2x+y :>, hi=
) 3 3
< h. - &Y == h — ¥=X
3
3 IX+
h., — 2xty = he =

Portanto, T~ ¢ um automorfismo
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T-1(xy) = 2X_+'£, y—Xx
3

2.4.2 Apéndice
2.4.2.1 Teorema:

O espaco das transformagoes lineares de U em B, tais que: dimU =n e dimB =mé isomorfo ao
espaco das matrizes de ordem m X n com entradas reais, ou seja, 5 (U;B) ¢ isomorfo a Mmwn(R)e,

denotamos por:
5(U; B) " Mmwn (R)
A fixacdo das bases B ¢ U e B’c B determina portanto uma transformagao

©: 5 (U, B} —— Mmun (R)
. o) = [:“df3J = B(f)

2.5 DEMONSTRACAO

Afirmacao 1: @ ¢ linear

()0 (f: + 12) = [+ AP, = AT + (AL - o(f) + 0 (5
(i) ©(f) = DA = AIAT ~ po (1),

Portanto, ® ¢ linear.

Afirmacao 2: @ ¢ injetora

De fato, Ker(®)=(f € 5(U;B): @(f)=0} .
Vejamos @ (f) = [ATF _ —

Como [f (u)lg = [A]EJ [u] g =0, segue-se que:

f ()=0, 6u € U. Consequentemente, vem: f Z 0.
Logo, Ker(®) = (0}, ou ainda, ® ¢ injetora.
Afirmagao 3: @ ¢ sobrejetora

6B € Muwn (R), If € 5(U;B), tal que:
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o(f) = [»ﬁx]';J =B(f)=B

Consideremos f : U —— B, tal que:

f (u1) = buvi + baiva + ... + bmiVm

f (uz) = biavi + bzava + ... + bmavm

f (Un) = banl + bZnVE + ...+ bman.
Entao, temos:

mvn
De sorte que: @ ¢ sobrejetora. Por conseguinte, obtemos: 5(U;B) ¢ isomorfo a Mmwn(R).

2.5.1 Corolario
Sejam U e B dois espagos vetoriais sobre R tais que:

dimU =n e dimB = m. Entdo, o espago 5(U;B) tem dimensdo m.n

2.5.2 Demonstracio

Sejam B e B’, as bases respectivamente de U e B.

U — B, ®:5(U;B) — Muu(R), temos entio, P(T)=1[T J‘B"J == dim5 (U;B) = dim
Muxn (R) =m.n

3 CONCLUSAO

Este olhar matematico de mentalidade crescente criativo e flexivel, pode ser dada como
interpretagdes geométricas das transformacdes lineares do plano no plano na linguagemdas matrizes de ordem
2, sem nenhum acréscimo em dificuldade no letramento matema-tico. Vale ressaltar que: as composi¢des

de transformagdes do plano no plano, serve como um primeiro modelo de computagdo grafica .
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